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PREFAZIONE. 


ih 


Questo Catechismo sarà diviso in tre parti, delle quali 
esce ora in luce la prima sezione della prima parte , 
che comprende la geometria piana. La seconda sezione 
tratta della geometria solida , e sarà pubblicata «ni più 
presto possibile ; e così in progresso. Abbenchè l’Arit- 
melica sia la base fondamenlale delle Matematiche , 
nondimeno abbiamo stimato di non dovercene da prin* 
cipio occupare in un lavoro catechistico , dapoichè le 
operazioni dell’Aritmetica devono essere apprese in tutte 
le loro più minute particolarità , ed a ciò hanno piena- 
mente provveduto eccellenti trattati di questa scienza non 
solo presso le nazioni straniere , ma ancora presso di 
noi. Laonde nella prima parte di questo lavoro suppo- 
niamo conosciute le nozioni più volgari di Aritmetica ; 
perocché delle teoriche più elevate abbiamo noi stessi 
riportata in questa prima sezione quella delle ragioni e 
delle proporzioni , e parleremo delle' altre nella secon- 
da parte, allorché tratteremo dell’analisi algebrica. Al- 
tronde si sa che matematici illustri hanno messo in 
discussione se la stessa compiuta istituzione matematica 
debba principiare dall’ Aritmetica , oppure dalla Geo- . 
mutria. Per queste ragioni abbiamo incomincialo dalla 
geometria piana , e speriamo che la gioventù studiosa 
non incontrerà difficoltà alcuna ad intenderla , quantun- 
que nella nostra geometria non trovisi dato il bando 
alle considerazioni aritmetiche, siccome vorrebbero presso 
di noi alcuni ammiratori e forse non buoni interpelli 
de’ geometri antichi. Premesse queste avvertenze, cre- 
diamo necessario dir qualche cosa intorno allo scopo 
che abbiamo avuto in mira nello scrivere i principj fon- 
damentali della geometria piana , a fine di dileguare , 
certi pregiudizi, che a nostro modo di vedere, sussisto- 
no ancora presso molti. 
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Se ia difficoltà di fare buoni elementi in qualsivoglia 
scienza è grandissima, essa cresce a dismisura allorché 
trattasi di geometria. Infatti chi imprende a scrivere di 
questa scienza, si trova prima di tutto in concorrenza 
con un autore protetto dalla sanzione de’ secoli , cioè 
con Euclide ; e questa concorrenza è sempre pericolosa 
per un autore moderno , qualunque siano le ragioni che 
egli possa addurre in sostegno del sistema da lui adot- 
tato. Oltre a ciò esiste un’ altra difficoltà gravissima , 
proveniente essa pure dalla esagerata venerazione degli an- 
tichi geometri , cioè quella di dover adoperare nella 
esposizione il metodo sintetico, il quale di sua natura co- 
stringe lo scrittore a travolgere 1’ ordine naturale delle 
idee , e per esser breve si corre il rischio di non pre- 
sentare le teoriche in tutta quella pienezza di luce che 
si conviene; senza porre a calcolo che il metodo sinte- 
tico rinchiude la mente come nel circolo di Popilio, dal 
quale non è permesso di uscire. E la singolarità di una 
tale maniera di procedere , eh’ è divenuta una specie di 
convenzione obbligatoria, sta in questo ; cioè che il me- 
todo sintetico si adopera ne’ soli elementi di geometria , 
che formano parte essenziale del corso delle matemati- 
che, nel rimanente del quale non si usa altro che il me- 
todo analitico ! Chi dunque si mette nella difficile posi- 
zione di scrivere elementi geometrici deve temere di essere 
biasimalo dai partigiani delle antiche forme , alle quali 
non si può dare di questi tempi tutto il minutissimo 
sviluppo che essi vorrebbero , senza rinunziare al sen- 
so comune ; ed essere ugualmente criticato da colo- 
ro , i quali pensano che quelle forme servono soltanto 
ad imbrogliare la mente de’ principianti , che in vece 
dovrebbero assai per tempo manodursi ne’ procedimenti 
analitici , senza i quali non si può mai arrivare a for- 
marsi idea dello stato attuale delle matematiche pu- 
re e miste. Or se le difficoltà accennate sono grandis- 
sime per chi imprende a scrivere una istituzione for- 
male di geometria , che si dovrà dire di chi scrive un 
Catechismo di Geometria ? Può dirsi per certo ch’egli si 
trova sul letto di Procuste ; perocché alla brevità impo- 
sta da un lavoro di questo genere devesi accoppiare l’c- 
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sattezza delle idee , dalla quale non si può prescindere 
se non si vuol correre il rischio di guastare per sempre 
il criterio de’ giovani nell’ apprendimento delle matema- 
tiche , che sarebbe un fallo imperdonabile. Si aggiunge 
ancora nel nostro caso , che dovendo dare in appressa 
una idea esalta di alcuni difficili argomenti delle parli 
più elevate delle matematiche pure, senza scriverne trat- 
tati , era indispensabile di stabilire, a fondamento del la- 
voro, tutti i più importanti teoremi della geometria pia- 
na ; il che ripugnava alla brevità, ed alla natura di un 
Catechismo. 

Messi in questa tortura abbiamo tentato di trovare un 
mezzo termine a fine di evitare per quanto fosse possi- 
bile gli scogli , di cui è parola. Quindi ci siamo in- 
nanzi tratto sforzati di dare alle proposizioni di geome- 
tria una disposizione confacente all’ordine naturale delle 
idee, e con questa veduta ci siamo occupali prima delle 
figure rettilinee, e poi delle proprietà del cerchio, os- 
servando che bastava la sola definizione del cerchio per 
dare la compiuta teorica delle accennate figure. La ne- 
cessità di questa separazione era sostenuta dall’ osserva- 
zione che tutte le proprietà del cerchio , eh’ è la sola 
figura curvilinea di cui si parla negli elementi di geo- 
metria, dipendono necessariamente da quelle delle figure 
rettilinee. Una tal separazione era stata fatta dal Deve- 
ley , e da qualche altro dotto geometra , ma non ci 
sembrò perfetta ; dapoichè essi non avevano potuto di- 
spensarsi dal riunire tutti i problemi alla fine de’loro 
trattati di geometria ; e per conseguenza la teorica delle 
figure rettilinee non risultava compiuta, poiché per es- 
ser tale aveva bisogno appunto della risoluzione di al- 
cuni di quei problemi, e si sa che niun problema di 
geometria elementare si può risolvere senza l’intersezio- 
ne della linea retta col cerchio , o di due cerchi fra 
loro. Ci sembra dunque di esser riusciti per la prima 
volta a separare come si conveniva le proprietà del cer- 
chio da quelle delle figure rettilinee. Superala questa 
principalissima difficoltà , secondo la nostra maniera di 
vedere , restava a dover disporre le proposizioni in un or- 
dine non arbitrario , ma analitico per quanto fosse pos- 
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sibile. E qui presentavasi un’altra difficoltà gravissima, 
cioè quella di esporre convenientemente la importante 
teorica delle parallele all’entrata della scienza, senza aver 
parlato delle proprietà del triangolo ; perocché ognun 
vede che per l’ ordine naturale delle idee , le proprietà 
dipendenti dalle varie posizioni di due linee rette deb- 
bono precedere quelle de’ triangoli , che sono figure 
chiuse da tre linee. Crediamo di esser riusciti a supe- 
rare questa nuova difficoltà in un modo semplicissimo , 
dal quale abbiamo ricavato ancora un altro vantaggio, 
cioè quello di abbreviare il cammino che dovevamo per- 
correre. Dopo tutto ciò riusciva agevole il disporre le 
proposizioni in un ordine facile e metodico per poterle 
apprendere e ritenere ; e bastava distribuirle in capitoli, 
premettere ad ogni capitolo qualche opportuna introdu- 
zione , e ricorrere agli scolj per far vedere il legame 
esistente tra lo proposizioni medesime: in tal modo spa- 
riva da una parte l’ aridità che osservasi comunemente 
felibri di geometria, e si conservava dall’altra alle 
proposizioni principali la forma sintetica , credula ge- 
neralmente necessaria ne’ primi elementi. Purtutlavolta 
restava sempre non interamente vinta un’ultima diffi- 
coltà dipendente dalla natura del lavoro , quella cioè 
di dover essere brevi ; anzi sembrava che siffatta diffi- 
coltà , tolta in parte dalla disposizione delle materie di 
cui abbiam parlato, si riproducesse in tuttala sua forza 
con la necessità di stabilire mediante opportune dichia- 
razioni il legame esistente fra le proposizioni. Quindi 
conveniva trovare il modo di abbreviare notabilmente 
le dimostrazioni, senza nuocere al rigore, ed alla chia- 
rezza necessaria ; è ciò era impossibile senza tentar nuove 
vie , siccome ci era già riuscito di fare per le paral- 
lele. Per evitare noja al lettore non entreremo qui in 
alcuna particolarità a questo riguardo , limitandoci sol- 
tanto a dire che uria delle maggiori abbreviazioni è 
stata quella di aver data la misura diretta del rettangolo , 
con una dimostrazione rigorosa in cui ci siamo serviti 
del metodo di csaustione , senza passare per i rapporti 
delle figure ; per la qual cosa molte proposizioni si sono 
trovate ridotte a semplici corollari . La brevità conseguita 
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da tutte queste speculazioni è tale che se si riducesse 
la nostra geometria sotto la forma arida delle geometrie 
ordinarie , levandone le introduzioni , le dichiarazioni , 


e le non poche note, non oltrepasserebbe tre o quattro 
fogli di stampa ; eppure essa contiene la teorica com- 
piuta delle ragioni e proporzioni , che non trovasi nel 
Legendre, nel Lacroix, ed in altri autori; vi è esposta 
la difficile teorica delle intersezioni e de’ contatti de’ cer- 


chi ampiamente , e senza le difficoltà che i geometri ri- 
gorosi incontrano in quelle conosciute , non esclusa la 
euclidea ; inoltre , si è reso completo ciò che dice il Le- 
gendre intorno ai rapporti de’ lati de’ poligoni regolari 
iscritti col raggio , aggiungendovi una dimostrazione 
semplicissima di una proposizione del lib. i3 di Euclide; 
di più, in luogo di dare la misura del cerchio, col 
metodo degli infinitamente piccoli , o con quello deci- 
miti , abbiamo riprodotto la genuina rigorosa dimostra- 
zione del grande Archimede fatta col metodo di esau- 
stione, del quale ci siamo anche serviti per altri im- 
portanti teoremi , onde in questa parte il nostro cate? 
chismo è sicuramente superiore ai lavori degli esposi- 
tori de’ teoremi di Archimede su la misura del cerchio: 


ed infine riassumendo , abbiamo nella nostra geometria 
riportate tutte le proposizioni , che formano il testo della 
geometria del Legendre , eccetto alcune poche che non 
erano necessarie nel nostro sistema , o che sono semplici 
esercizj di scuola, di maniera che non si trovano neppure 
nel Lacroix , ed in altri moderni scrittori. 

Confidiamo adunque che i geometri vorranno com- 
patire i nostri sforzi, e sarà questo il solo compenso 
che ci aspettiamo della fatica durata. 
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CAPITOLO PRIMO. K V 


1. Grandezza dicesi lutto ciò eh’ è suscettivo di accrescimento 
e di diminuzione ; tutto ciò , di cui si può assegnare o concepire il 
doppio o la metà , il triplo o la terza parte , ecc. 

2 . Grandezza discreta o Numero è la collezione di più cose , 
o di più parti simili e separate ; come dieci stelle , sette cavalli , 
otto ducati ecc., e si chiama unità una di quelle cose o di quelle 
parti simili. 

3. Grandezza continua è quella , che si considera come un 
sol tutto, senza distinzione di parli. Si manifestano in tal modo l’e- 
stensione de’ corpi in generale , ed in particolare i loro contor- 
ni , e le facce , che ne determinano le forme. 

Il carattere proprio e distintivo dell’ estensione è dunque 
riposto nel legame o continuità delle parti , che non si possono 
nè scorgere , nè numerare. Al contrario nel numero si considera 
solamente la quantità , ossia si considera quante cose o parli si- 
mili contiene. 

5. E poiché ogni grandezza si può ridurre a numero , para- 
gonandola ad un’ altra della stessa specie presa per unità, è ad- 
divenuto che la parola quantità si è appropriata alla grandezza in 
generale , chiamandosi quantità continua la grandezza considerata 
come continua , per distinguerla dal numero , che si è chiamato 
quantità discreta 0 discontinua. 

6. Le Scienze Matematiche hanno per soggetto le grandezze. 
Esse esaminano le relazioni di silo , le proprietà che presentano 
le forme dei corpi in quanto alla loro estensione , ed i rappo/ti 
di quantità che risultano dal loro confronto. 
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2 SEZIONE PRIMA. 

7. L ’ Aritmetica considera specialmente i numeri. La grandezza 
continua forma il soggetto della Geometria, la quale perciò Vien 
chiamata la scienza dell’ estensione. 

8. L’estensione ha tre dimensioni, lunghezza, larghezza, e 
profondità. 

9. La linea è una lunghezza senza larghezza. 

I termini , o estremità di una linea si chiamano punti. 11 punto 
non ha dunque estensione alcuna. 

10. La linea retta è la più breve di tutte quelle linee , che 
si possono condurre da un punto ad un altro. 

11. Ogni linea che non è retta, nè composta di linee rette, 
dicesi linea curva. 

Cosi ( fig. 1 ) Ali è una linea retta , ACDB una linea spez- 
, zata 0 composta di linee rette , ed AEB è una linea curva. 

12. La Superficie è ciò che ha lunghezza e larghezza, senza 
profondità. 

1 3 . Il piano è quella superficie . nella quale prendendo due 
punti ad arbitrio, ed unendoli con una linea retta, questa linea 
trovasi tutta intera nella superficie. 

i 4 ~ Ogni superficie , che non è piana , nè composta di super- 
ficie pinne , dicesi superficie curva. 

1 5 . Solido o corpo è ciò che riunisce le tre dimensioni del- 
1’ estensione. 

16. La circonferenza del cerchio ( lig. 2 ) è una linea curva 
AFD esistente in un piano , i cui punti sono lutti ugualmente 
distanti da un punto interno C , che si chiama centro. 

17. La superficie piana terminala il’ ogni intorno dalla circon- 
ferenza diccsi cerchio o circolo. 

18. La retta condotta dal centro ad un punto della circonferenza 
appellasi raggio. 

19. Ogni retta come AB che passa pel centro C , e termina 
alla circonferenza dall’ una e dall’ altra parte , si dirà diametro. 

20. In virtù della definizione del cerchio è evidente che tut- 
l’ i raggi AC, CE, CD, CB , CF , eco. sono uguali fra loro, 
come pure tutti i diametri ; e che ogni diametro c doppio del 
raggio. 

21. Tutto ciò che non è corpo , o che non è attributo di 
un corpo , non può cadere sotto i nostri sensi. Altronde se si 
togliesse ad un corpo una delle sue tre dimensioni , esso ces- 
serebbe di esistere. Ciò non ostante la Geometria considera il 
punto come non avente alcuna estensione , la linea come estesa 
solamente in lunghezza , e la superficie come una lunghezza e 
larghezza , senza profondità. Da ciò alcuni filosofi hanno dedotto 
che i punti , le lince , e le superficie sono pure astrazioni , che 
non possono appartenere ad alcuno oggetto posto fuori di noi ; e 
quindi sono passati a mettere in dubbio la certezza c la utilità 
della Geometria medesima , negando l’esistenza delle parti dell’e- 
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stensione , di cui essa esamina le proprietà. Tulle queste diffi- 
coltà svaniscono', ove si ridetta che il punto , la linea , e la 
superficie esistono realmente , abbenchè non si possano separare 
dal corpo , di cui sono gli attributi. Ili fatti siasi qualunque il 
corpo , che si considera , esso è necessariamente. terminato, senza 
di che non sarebbe distinto dallo spazio indefinito. Ora , i termi- 
ni , che lo circoscrivono , sono le superficie , che hanno per ter- 
mini le linee , c queste stesse terminano ne’ punti. E non sola- 
mente questi termini esistono , ma di più cadono sotto ai nostri 
sensi , dapoichè col loro mezzo arriviamo a conoscere la figura 
de’ corpi. Clic se poi la Geometria considera i punti indipenden- 
temente dalle linee , le linee indipendentemente dalle superficie , 
e le superficie indipendentemente da’ solidi , ciò deriva dalla li- 
mitazione del nostro intelletto , che non potendo comprendere di- 
stintamente più cose ad un tratto , è costretto a separare per a- 
strazione ciò che la natura ha congiunto con indissolubile lega- 
me. L’ utilità di questa Astrazione si manifesta in infiniti casi , 
ne’ quali si deve esaminare una sola dimensione , trascurando le 
altre ; come avviene quando si vuol sapere 1’ altezza di una torre 
senza aver riguardo alla sua larghezza , ed alla sua lunghezza , 
la larghezza di un fiume senza la lunghezza e profondila dello 
stesso , ecc. 

Da ciò si vede che la Geometria ha le sue basi in natura ; 
e che lo studio di essa è di una immensa utilità. 

Spiegazione di alcuni termini. 

22. 11 metodo , che comunemente si adopera nella esposizio- 
ne della Geometria , consiste specialmente nel ridurre le verità 
di questa Scienza ad altrettante proposizioni , cui si danno diversi 
nomi , secondo la natura di esse. 

23. Teorema è una proposizione , la quale diviene evidente 
per mezzo di un ragionamento , che chiamasi dimostrazione . 

2„i. Problema è una quistione proposta , che esige una so- 
luzione. 

2 H. Lemma è una proposizione , che si premette per facilitare 
la dimostrazione di un teorema , o la soluzione di un problema. 

26. Corollario è la conseguenza , che si deduce da una o da 
più proposizioni. 

27. Scolio è una osservazione , che si fa sopra una o più 
proposizioni precedenti , diretta a far conoscere il loro legame , 
la loro utilità , la loro generalità , o la loro limitazione. Talvolta 
lo scolio si premette come preparazione alle proposizioni clic se- 
guono ; e talvolta ancora si adopera per legittimare o per dichia- 
rare un qualche principio. 

28. La Geometria non potrebbe giugnere a dimostrare i teo- 
remi , ed a risolvere i problemi senza appoggiarsi ad alcuni prin- 
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cipj che sono inerenti al soggetto proprio di questa scienza ; e 
che si devono premettere ed accettare senza alcuna dimostrazione; 
poiché se tutto si dovesse dimostrare non esisterebbe più alcuna 
scienza. I principj , di cui si parla , si contengono negli assiomi , 
e no' postulati o dimande. 

29. Assioma è una verità che per divenire evidente non ri- 
chiede altra spiegazione , che quella de’ vocaboli con cui si e- 
nuncia. 

La Geometria si vale di due specie di assiomi ; cioè di quel- 
li che le sono comuni coll’ Aritmetica ; e di quelli che spettano 
ad essa sola. 

30. I primi si chiamano ancora notizie comuni , e sono i 
seguenti : 

r ° Il tutto è maggiore di qualunque sua parte , ed è uguale 
alla somma delle parti , nelle quali è stato diviso. 

2. 0 Due quantità uguali ad una terza sono uguali tra loro. 

3. ° Se a quantità uguali si aggiungono o se ne tolgono altre 
uguali , o una medesima comune ad ambedue, le somme o i re- 
sidui saranno uguali. 

4. ° Se a quantità disuguali si aggiungono o se ne tolgono 
quantità uguali , o una stessa ad entrambe comune , le somme o 
ì residui saranno disuguali. 

31. Gli assiomi proprii della Geometria sono. 

1 .° Due grandezze , cioè linee , superficie , o solidi , sono 
uguali , quando soprapposte una all’ altra coincidono in tutta la 
loro estensione. 

a.° Da un punto ad un altro non si può condurre che una 
sola linea retta. 

3.° Due linee rette che hanno due punti comuni coincidono 
una coll’ altra in tutta la loro estensione , e non formano che una 
sola e medesima linea retta. 

4-° Due punti bastano a determinare la direzione o posizione 
di una retta. 

5. ° Essendo la linea retta di sua natura indefinita , comun- 
que in alcuni casi non se ne consideri che una parte , ne segue 
che se due rette hanno un sol punto di comune dovranno avere 
direzioni diverse. 

6. ° Reciprocamente se due rette hanno direzioni diverse , 
cioè s’ incontrano senza soprapporsi , oppure si tagliano , non po- 
tranno avere più d’un punto di comune. 

3a. Postulati diconsi alcune operazioni cosi semplici che ognuno 
ammette la possibilità di effettuarle ; e si effettuano realmente per 
mezzo della riga e del compasso. Essi sono i seguenti. 

z.° Condurre una linea retta da un punto ad un altro. 

2. 0 Prolungare una retta terminata. 

3.° Con un dato punto preso per centro , e con un dato 
intervallo come raggio descrivere la circonferenza del cerchio. 
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4.° Da una retta maggiore tagliare una parte uguale alla 
minore (*). 

33. Scolio. Le operazioni suddette appartengono propriamente 
alle pratiche meccaniche. La Geometria non insegna a descrive- 
re la linea retta, ed il cerchio, ma mette come postulato che si 
sappiano descrivere accuratamente prima di applicarsi allo studio 
di essa. Le descrizioni della linea retta , e dei cerchio sono pro- 
blemi , ma non geometrici. Si dimanda alla meccanica la loro 
soluzione; poi nella Geometria s’insegna l’uso che deve farsene. 
E si gloria la Geometria di eseguire .così grandi cose appoggian- 
dosi a pochi principii presi altrove. E dunque fondata ia Geo- 
metria sulla meccanica pratica , e non è altro che quella parte 
della meccanica universale che espone c dimostra l’arte di misu- 
rare accuratamente (**). 

Spiegazione di alcuni segni. 

34» Per servire alla brevità del discorso faremo uso talvolta 
de’ segni qui appresso : 

1 ,° Il segno = indica l’ uguaglianza tra due quantità ; così 
A=B si pronunzia , A è uguale a B. 

2. 0 Il segno -+• significa piti , e serve a dinotare l’addizione, 
onde A -+- B rappresenta la somma delle due quantità A e B. 

3.° Il segno — si pronunzia meno , ed indica la soltrazio- 


(*) Nelle più eccellenti istituzioni moderne di Geometria , come quelle 
del Legendre , del Lacroix , ec. non si fa alcuna menzione nè di questi , 
nò di altri postulati, di cui si fa uso per la dimostrazione di alcuni 
teoremi , perchè con ragione si considerano come conseguenze immediate 
ed evidenti delle definizioni. Noi gli abbiamo riportati non tanto per dare 
agli studiosi la conoscenza di un vocabolo frequentemente adoperato dai 
Matematici , quanto per fissare la lora attenzione sopra i principj fonda- 
mentali della Geometria , giusta i profondi pensamenti del Newton espressi 
nello scolio seguente. Intanto giova avvertire elio il postulato 4 -° trovasi 
come problema nella Prop. 3 lib. 1 degli Elementi di Euclide. Le prece- 
denti considerazioni basterebbero a giustificare la nostra maniera di ve- 
dere ; non pertanto ecco come cspriinesi intorno a ciò l’ illustre Boscovich. 

ir Ope postulati tertii ad datum puuctum poni potest recta aequalis rectae 
1 datae, quod Euclidi est Prop. a lib. I. Id ipse operosiore melhodo 
t solvit , cum non assumat inter postulata translationem intervalli ex uno 
> in alium locum , quod nos ut ecidenter possibile , et factu facile as- 
j sumpsimus cum aliis multis ( Elem. Matli. T. I. pag. 271 ). 

E si noti ancora che Euclide por non aver ammesso questo postulato , 
c qualche altro del pari evidente , è stato costretto a dar principio alla 
Geometria colla risoluzione di tre problemi, cd a travolgere l’ordine na- 
turale delle proposizioni , onde si è attirato la giusta censura di uomini 
insigni , che che in contrario siasi detto dal Keil, e da qualche altro esaltato 
panegirista degli antichi. 

(**) Newton. Princip. Mal fieni, nella prefazione. 
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ne : cosi A — B rappresenta la differenza delle due quantità A e 
B, ossia ciò die resta togliendo B da A. 

4-° Il segno X indica la moltiplicazione , onde A X B signi- 
fica che A si deve moltiplicare per B. 

5.° Finalmente A:B, oppure — vuol dire che A si deve 
dividere per B. 

CAPITOLO 11. 

DEGLI ANGOLI , E DELLE RETTE PARALLELE. 

35. -Tirando due linee rette in un piano, possono accadere due 
casi , cioè che s’ incontrino senza formare una sola linea , o che 
comunque prolungate non s’incontrino mai. Nel primo caso si 
dice che Je due rette fanno angolo , nel secondo si dice che sono 
parallele. 

36. L’angolo non si può definire esattamente ; nondimeno noi 
diremo col celebre Legcndrc che « quando le due rette AB, AC 
» ( fig. 3 ) s’incontrano , la quantità più o meno grande , di cui 
» esse si allontanano 1' una dall’altra, in quanto alla loro situa- 
i zione , dicesi angolo (*). 

3y. Le due rette medesime si chiamano lati dt*ll’ angolo, ed il 
punto ad esse comune appellasi vertice dell’ angolo. 

L’angolo s’indica alle volte colla sola lettera A del vertice ; 
altre volte poi con tre lettere , dicendosi I’ angolo BAC, o CAB, 
avvertendo sempre di mettere in mezzo la lettera del vertice. 

38. Due angoli sono uguali allorché situando il vertice dell’uno 
sul vertice dell’altro, ed applicando un lato sopra un Lato, i. ri- 
manenti due lati si confondono in una medesima direzione. 

Da ciò risulta evidentemente che la grandezza di un angolo non 
dipende dalla lunghezza dei suoi lati, guanto si è dello basta per 
avere una nozione completa dell’angolo , c per comprendere fa- 
cilmente tutte le conseguenze che ne derivano, poco importando 
che non possa darsi una esatta definizione di esso angolo. 

3g. Gli angoli possono sommarsi , e sottrarsi : così ( fig. 4 ) 
si vede che l’angolo BAD è la somma dei due angoli BAC, CAD; 
e che l’angolo CAD è la differenza dei due angoli BAD, BAC . 


(*) Euclide dicendo esser 1’ angolo 1’ inclinazione di due linee lo defi- 
nisce con un sinonimo , come osserva Lacroix. Ecco perchè questa defi- 
nizione non è stata approvata da D’ Alembert , da Simson, e da un gran 
numero di geometri moderni. Essa non piacque agli stessi geometri Gre- 
ci , come si rileva da Proclo , c basterà dire che il grande Apollonio ha 
definito l’ angolo in un altro modo ; il che prova che i Greci non avevano 
per Euclide quella superstiziosa venerazione , clic affettano certi pretesi ri- 
stauratori , e vendicatori del testo greco di quel geometra. 
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4o. Quando gli angoli adiacenti BAC,CAD ( fig. 5 ) formati 
dall’ incontro delle due rette CA, BD sono uguali tra loro , cia- 
scuno di essi dicesi angolo retto , e la linea CA è della perpen- 
dicolare alla linea BD. 

Da questa definizione si deduce evidentemente che tutti gli an- 
goli retti sono uguali. 

4-1. Se dal punto A ( fig. 5 ) si conduca un’altra retta AE , 
l’angolo BAE maggiore del retto BAC chiamasi angolo ottuso ; 
1’ altro E AD minore del retto dicesi acuto. La linea AE poi , che 
forma angoli adiacenti disuguali colla retta BD appellasi obliqua. 

PROPOSIZIONE PRIMA — TEOREMA. 

42 . Se una retta AE ne incontra un’altra BD , la somma 
degli angoli adiacenti è uguale a due angoli retti ( fig. 5 ). 

Dim. Imperocché se la retta E A è perpendicolare a BD . la 
proposizione enunciata risulta evidente. Supponiamo dunque che 
sin obliqua , e dal punto A si concepisca inalzata sopra BD la 
perpendicolare AC (*). 1 due angoli BAE , E AD occupano lo 


(*) La possibilità di un tal concetto è così manifesta che i Geometri 
moderni l’adoperano senza premettere alcuna spiegazione, considerandolo 
come conseguenza immediata ed evidente della definizione della perpendi- 
colare. Infatti , supponendo che la linea EA ( fig. 3 ) giri intorno al 
punto A verso li, è manifesto che l’angolo EAD da aculo potrà dive- 
nire ottuso ; e perciò deve esistere una retta AC clic faccia gli angoli 
CAD , CAB uguali fra loro , ovvero che sia perpendicolare a BD. Negli 
Elementi di Euclide trovansi alcuni postulati per i teoremi , come quello 
relativo alle parallele , quello in cui si dice che due rette non chiudono 
spazio , ec. ; ina i moderni avendone aggiunti alcuni altri di pari evi- 
denza hanno abbreviato le dimostrazioni , ed hanno potuto disporre le pro- 
posizioni con ordine migliore di quello tenuto da Euclide. Di più coll’ajulo 
di siffatti postulati Tommaso Simpson , Develey , ce. sono arrivati a se- 
parare totalmente i teoremi dai problemi , e Nicola Mercatore ha fatta 
questa separazione negli stessi Elementi di Euclide. Tale disposizione è per- 
fettamente logica , ed è conforme alla dottrina di Aristotile , il quale nel 
secondo della Metafisica vuole che in ogni scienza si distingua la parte 
speculativa , che considera le verità solamente , dalla parto operativa, che 
nc forma il complemento , come quella che riguarda 1’ applicazione delle 
verità medesime. 

Del resto il problema , in cui si tratta d’ inalzare una perpendicolare , 
non dipende affatto da questa prima proposizione , onde tutte le proposi- 
zioni contenuto Del secondo capitolo si potrebbero mettere , ove cosi si vo- 
lesse , dopo la risoluzione di quel problema ; c però non vi è alcun peri- 
colo di circolo vizioso. Ma operando in tal guisa si eadcrebbe nel difetto 
d’ ordine rimproverato ad Euclide ; nè si potrebbe addurre altra ragione 
se non che il concetto della perpendicolare nella dimostrazione dei teoremi 
non trovasi adottato da quel Geometra ! Con rincrescimento ci vediamo co- 
stretti a dover combattere in favore della gioventù studiosa pregiudizi cosi 


t 
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stesso spazio che i due angoli retti BAC , CAD ; poiché di quanto 
l’angolo ottuso BAE eccede il retto BAC , di tanto l’acuto E AD 
è minore del retto CAD ; e però compensando l’ eccesso dell’ uno 
col difetto dell’ altro ne risulta che la somma degli angoli adia- 
centi BAE , E AD dev’ essere uguale a due retti. Ciò che doveva 
dimostrarsi. 


PROPOSIZIONE II — TEOREMA. 

43. Se dallo stesto punto C della retta CD si tirino a parti 
contrarie le rette CA , CB , in guisa che la somma degli angoli 
adiacenti DCA , DCB sia uguale a due retti , le linee AC , CB 
formeranno una sola retta AB ( fig. 6 ). 

Dim. Perocché se CB non è il prolungamento di AC, lo sia 
CF ; sarà quindi la somma degli angoli ACD,DCF uguale a due 
retti ( n.° 42 )• Ma per ipotesi la somma degli angoli ACD,DCB 
è pure uguale a due retti ; dunque la prima somma è eguale alla 
seconda , e se si tolga il comune angolo ACD , resterà l’ ango- 
lo DCF uguale all’angolo DCB , cioè il tutto uguale -alla par- 
te; il che è assurdo ( n.° 3o ). Dunque CB è il prolungamento 
di AC , ovvero AC e CB sono in linea retta. C.D.D. 

PROPOSIZIONE III — TEOREMA. 

44. Se due rette AB, CD si tagliano scambievolmente , gli an- 
goli opposti al vertice sono uguali ( fig. 7 ). 


meschini , e peggio cosi inveterati presso di noi , soprattutto ove si ridetta 
che Euclide nella Prop. 18 lib. V ammette senza scrupolo l’esistenza della 

S uarta proporzionale a tre grandezze date qualunque , in modo che se le 
ue prime rappresentano solidi , e la terza una linea retta , il Geometra 
Greco concepisce 1 esistenza di una seconda retta che abbia colla prima 
lo stesso rapporto dei due solidi. Ciò è ben altro che concepire innalzata 
la perpendicolare , e 1 esistenza del punto di mezzo d’ una retta terminata, 
come fanno i moderni! II Saccheri nel suo Euclide vendicato , il Glavio, 
e Roberto Simson si sono assai affaticati nel voler togliere questo preteso 
neo dagli Elementi Euclidei. Ma supponiamo che fossero riusciti nel loro 
intento ; e supponiamo ancora che si possa evitare un altro concetto di 
non minore difficolta assunto tacitamente da Euclide nella Prop. 2 lib. XII, 
di cui fa parola il citato Saccheri, ne seguirebbe che dopo due mila anni, 
e dopo tanti progressi delle matematiche dovremmo restare immobilmente 
attaccati alle forine Euclidee per compiacere a qualche antiquario? E non 
dovremmo dire piuttosto col dottissimo Lacroix che visto il disordine che 
regna negli Elementi di quel padre della scienza, si deve giudicare che 
questa non fosse abbastanza avanzata . onde poter conoscere e discutere 
tutti i rapporti delle proposizioni ? ' 
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Dim. La somma degli angoli adiacenti AOD,AOC è uguale a 
due retti ( n.° 4a ) ; similmente la somma degli angoli AOD,DOB 
è uguale a due retti , e però la prima somma è uguale alla se- 
conda : si tolga il comune angolo AOD , e sarà l’ angolo AOC 
uguale all’ angolo DOB. Nello stesso modo si dimostrerà esser 
l’angolo AOD uguale al suo verticale COB. C.D.D. 

• PROPOSIZIONE IV — TEOREMA. 

45. Se due rette AB, CD sono segate da un'altra GH in ma- 
niera che l’angolo esterno GEB sia uguale all’ interno ed opposto 
dalla stessa parte EPD , esse linee saranno parallele ( fig. 8 ). 

Dim. L’ angolo GEB è uguale all’ angolo verticale AEF 
( n.° 44 ') : similmente l’angolo EFD è uguale all’ angolo verti- 
cale CFH. Supponendo dunque l’ angolo GEB uguale all’ angolo 
EFD , sarà ancora l’ angolo esterno CFH uguale all* interno ed 
opposto dalla stessa parte AEF ; onde è manifesto che se le due 
rette AB, CD potessero incontrarsi da una parte , dovrebbero an- 
cora incontrarsi dall’altra parte , ed allora tra i due punti d’ in- 
contro si potrebbero tirare due linee rette , il eh* è impossibile 
( n.° 3i ) ; dunque AB è parallela a CD. C.D.D. 

PROPOSIZIONE V TEOREMA. 

46. Parimente saranno parallele le rette AB, CD, se sono 
uguali gli angoli alterni AEF, EFD , ovvero se i due interni 
dalla stessa parte BEF,EFD siano uguali a due retti (fig. 8 ). 

Dim. Perocché essendo l’angolo AEF uguale al suo verticale 
GEB , ne risulta che l’ angolo esterno GEB è uguale al suo in- 
terno ed opposto dalla stessa parte EFD , e però sarà AB pa- 
rallela a CD ( n.° 4S). 

In secondo luogo la somma degli angoli adiacenti GEB,BEF 
è uguale a due retti ; ma per ipotesi è pure uguale a due retti 
la somma degli angoli BEF, EFD , se dunque si tolga il comune 
angolo BEF , sarà l’angolo esterno GEB uguale all’interno ed 
opposto dalla stessa parte EFD, e perciò sarà AB parallela a 
CD. C.D.D. 

47- Scolio. Essendosi dimostrato nel teorema precedente che le 
due ( fig. 9 ) rette AB,CD sono parallele quando la somma de- 
gli angoli interni BEF, EFD è uguale a due retti , ne conclude- 
remo che se pel punto E si conduca la retta LEH , la quale stia 
dentro l’ angolo BEF, questa prolungandosi dalla parte di H dovrà 
incontrare la retta CD. Si potrà dunque stabilire che « se due rette 
1 sieno segate da un’ altra in modo che da una parte ne risultino 
» due angoli interni minori di due retti, e dall’altra maggiori, 
. 2 
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i quelle due rette prolungate indefinitamente dovranno incontrarsi 
» da quella parte dove stanno gli angoli minori di due retti (*). 

PROPOSIZIONE VI TEOREMI. 

48. Venendo segate due rette parallele AB, CD da un’ altra GH, 
saranno idue angoli interni da qualunque parte , come BEF,EFD, 
uguali a due retti , V esterno GEB uguale all’ interno oppo- 
sto dalla stessa parte EFD , e qli alterni AEF.EFD eguali tra 
loro ( fig. 8 ). 

Dim. Perocché se gl’interni BEF,EFD non fossero uguali a 
due retti , sarebbero essi , o i susseguenti AEF,EFC minori di 
due retti, onde le rette AB, CD non sarebbero parallele ( n.° 47 ), 
contro la supposizione. Dunque debbono essere i due angoli in- 
terni da qualsivoglia parte uguali a due retti. Ma tanto la somma 
degli angoli GEB,BEF, quanto la somma degli angoli AEF,BEF 
è uguale a due retti , dunque ciascuna di queste somme è uguale 
a quella degli angoli interni BEF ,EFD\ e però tolto il comune 
angolo BEF , rimarrà 1’ angolo EFD uguale sì all’ esterno GEB, 
come all’alterno AEF. C.D.D. 

Da questa proposizione si può dedurre che 

t.“ Se due rette AB, CD (fig. 9 ) sono parallele, ogni 
linea retta perpendicolare ad una delle parallele sarà perpendi- 
colare anco all’altra. 


(*) Questa proposizione , clic Euclide ha messa tra i postulati , è assai 
famosa ; perchè tutti gli sforzi fatti nello spazio di due mila anni', a fine 
di dimostrarla esattamente , non hanno avuto alcun successo. Pure essa 
è così semplice che basta , come dice Laplace , la sola enunciaziouc per 
convincere chicchessia della sua giustezza. La difficoltà nasce dal non po- 
tersi dare una definizione esatta della linea retta, vale a diro una defi- 
nizione, nella quale si assegnasse il carattere geometrico, che devono avere 
più punti per essere in linea retta. Dire con Euclide che la linea retta è 
quella che giace ugualmente tra i suoi punti , o con Archimede eh’ è la 
più corta di tutte le linee , che si possono condurre da un punto ad un 
altro , non serve che a stabilire quelle proprietà semplicissime ed evidenti 
della linea retta, che abbiamo riportate tra gli assiomi. Ma la dimostra- 
zione della proposizione , che forma il soggetto di questa nota , dipende 
totalmente dalla conoscenza dell’ accennato carattere geometrico , ed ecco 
perchè non ha potuto aver luogo sinora. Convien quindi riguardare una tal 
proposizione come un supplemento necessario alla mancanza di una esatta 
definizione della linea retta ; poiché è vano il tentare di definire o di 
provare quel risultamento immediato della sensazione, che ci fa conoscere 
la via più corta per andare da un punto ad un altro. Ma che che siasi 
di ciò, giova sapere che quanto di meglio è stato fatto, a fine di rischia- 
rare un punto cosi diffìcile degli clementi di geometria , è tutto dovuto 
ai due celebri analisti , e per conseguenza grandi geometri , Bertrand di 
Ginevra, e Legcndre. I Commentatori di Euclide, niuno escluso, sono 
stati i più infelici ne’ tentativi che hanno fatto, per dimostrare il famoso 
postulato di quel geometra. 
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m.° Due rette AB, CD parallele ad una terza GK. sono 
parallele fra loro. 

Perocché OF perpendicolare a GK sarà pure perpendicolare 
ad AB, ed a CD ; laonde essendo l’angolo OEB eguale all’in- 
terno ed opposto EFD , perchè ambedue retti, le ljpee AB, CD 
debbono essere parallele. 

CAPITOLO III. 

DEI TRIANGOLI. 

4 - 9 . Con due rette comunque situate non si può mai terminare 
un piano da per ogni dove , ma vi bisognano almeno tre rette. 
Un piano terminalo da tre rette dicesi triangolo', le tre rette me- 
desime si chiamano lati del triangolo. 

■Io. Un triangolo è equilatero , quando ha i tre lati uguali ; 
isoscele , se ha due soli lati uguali ; scaleno , quando i tre lati 
sono disuguali. 

òi. Archimede ha stabilito il seguente assioma o principio geo- 
metrico , il quale è stato ammesso da tutti i Geometri : 

« Di due linee curve , o composte di rette , che terminano agli 
» stessi punti , e rivolgono la concavità dalla medesima parte , la 
» più lunga è quella che comprende l’altra dentro di essa ; e la 
» linea retta è la più corta tra tutte le linee, che si possono con- 
s durre tra due punti ». 

Cosi , la linea circondante AFC ( fig. io ) è più lunga della 
linea circondata A DEC; questa è più lunga di ABC, e finalmente 
la retta AC è la più corta di tutte. Da ciò risultano immediata- 
mente le proposizioni qui appresso : 

1 .° In ogni triangolo un lato qualunque è minore della som- 
ma degli altri due. 

2. 0 Se dentro un triangolo ABC ( fig. 1 1 ) si prenda un 
punto D, e si conducano le rette DB , DC alle estremità di un 
lato BC , la somma di queste rette sarà minore di quella deeli 
altri due lati AB , AC. 

fia. Del resto, essendo la prima proposizione evidentissima , si 
può facilmente dedurne la seconda come legittima conseguenza. In 
latti si prolunghi BD finche incontri in E il lato AC. 

Nel triangolo BAE il lato BE è minore della somma degli altri 
due AB , AE, onde aggiunta di comune EC , sarà la somma delle 
rette BE , EC minore di quella delle due AB , AC. Parimente nel 
triangolo DEC il lato DC è minore della somma de’ lati DE, EC; 
aggiunta di comune BD, sarà la somma delle rette BD , DC 
minore di quella delle due BE , EC, c con più ragione di quelli,! 
delle due AB , AC. 
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Caratteri deir uguaglianza dei triangoli. 

PROPOSIZIONE VII TEOREMA. 

53. Due triangoli sono uguali , quando hanno un angolo uguale 
compreso fra lati respettivamente uguali ( fig. ia ). 

Dim. Nei triangoli ABC, EDF , sia l’angolo A=E , il lato 
AB=DE , il lato AC—EF : dico che i due triangoli sono 
uguali. 

Si ponga il triangolo ABC sul triangolo EDF, facendo cadere 
il lato AB sul suo uguale DE : l’ altro lato AC caderà sul suo 
uguale EF , perchè l’ angolo A si è supposto uguale all’ angolo 
E; onde il terzo lato BC dovrà coincidere col terzo lato DF , 
non potendosi tirare tra due punti che una sola linea retta. 
Dunque i due triangoli coincideranno ; e però saranno uguali 
(n.° 3i ). C.D.D. 

PROPOSIZIONE Vili — TEOREMA. 

* 54. Due triangoli sono uguali, allorché hanno un lato uguale 
adiacente a due angoli respettivamente uguali (fig. 12). 

Dim. Sia il lato BC=DF, l’angolo B—D, e l’angolo C—F-. 
dico che sarà il triangolo ABC uguale al triangolo EDF. 

Perocché sovrapponendo il triangolo ABC al triangolo EDF 
in modo che il lato BC coincida col suo uguale DF , 1’ angolo 
B dovrà coincidere coll’ angolo D , ed il punto A si troverà in 
un punto della retta DE : similmente l’ angolo C coinciderà col- 
l’ angolo F , ed il punto A dovrà trovarsi in un punto della retta 
FE. Dunque il punto A sarà nel tempo stesso sulla retta DE , 
e sulla retta FE ; ma due rette non si possono tagliare che in 
un solo punto (n.° 3i), dunque il punto A coinciderà col punto E ; 
e però il triangolo ABC sarà uguale al triangolo EDF . C.D.D. 

PROPOSIZIONE IN — LEMMA. 

55. Se due lati d’ un triangolo sono uguali respettivamente a 
due lati d’un altro triangolo , e l’angolo compreso dai primi è 
maggiore dell' angolo compreso dagli altri due , sarà il terzo 
lato del primo triangolo maggiore del terzo lato del secondo 
(fig. i3). 

Dim. Ne’ triangoli ABC, EDF sia il lato AB=ED , il lato 
BC=DF, e l’angolo ABC maggiore dell’angolo EDF-, dico che 
il terzo lato AC sarà maggiore del terzo lato EF. 

Si sovrapponga il triangolo EDF al triangolo, ABC , in guisa 
che il lato DF coincida col suo uguale BC. E manifesto che il 
punto E potrà cadere o dentro il triangolo ABC, o sul lato AC, 
o fuori dello stesso triangolo ABC. Nel primo caso la somma de’due 
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lati EB,EC, ossìano ED, EF, sarà minore di quella de’ lati AB, AC; 
e però togliendo da una parte AB, e dall’altra la sua uguale EB, 
resterà EC, ovvero EF , minore di AC. Nel secondo sarà E'C , 
ovvero EF , evidentemente minore di AC. Finalmente nel terzo, 
essendo il lato E"C minore della somma de’ lati E" E' , E'C , ed 
il lato AB minore della somma de’ lati A E' , E'B , ne risulterà 
che la somma de’ lati E"C, AB sarà minore di quella delle quattro 
rette E" E', E'C, AE', E'B, ossia delle due E''B , AC. Perlochè 
togliendo da una parte AB, e dall’altra la Sua uguale E"B , re- 
sterà E"C minore di AC. Dunque in tutti i casi EF è minore 
di AC. C.D.D. 

56. Scolio. Reciprocamente , se due lati AB , BC del triango- 
lo ABC sono uguali respetti vamente a due lati ED, DF del trian- 
golo EDF, ed il terzo lato AC del primo triangolo è maggiore 
del terzo lato EF del secondo , sarà l’angolo ABC maggiore del- 
1’ angolo EDF. Perocché , se l’ angolo ABC non è maggiore del- 
1’ angolo EDF , sarà o uguale , o minore ; nel primo caso il lato 
AC sarebbe uguale al lato EF ( n.° 53 ) , nel secondo ne sa- 
rebbe minore contro la supposizione , dunque l’ angolo ABC de- 
v’ essere maggiore dell’ angolo EDF. 

PROPOSIZIONE X TEOREMA. 

57 . Due triangoli sono uguali quando hanno i tre lati re- 
spettivamente Uguali ( fig. 12 ). 

Dim. Ne’ due triangoli ABC, EDF , sia il lato AB=DE . 
AC—EF , BC=DF; dico che sarà l'angolo A=E, B=zD, C—F, 

Infatti se l’angolo A fosse maggiore dell’angolo E, sarebbe 
il lato opposto BC maggiore del lato DF ( n.° 55 ) , contro la 
supposizione; e se l’angolo A fosse minore dell’angolo E, il lato 
BC sarebbe minore del lato DF , anche contro la supposizione , 
dunque l’ angolo A dev’ esser uguale all’ angolo E. Dimostrasi 
nello stesso modo che B—D , C—F; e però sarà il triangolo ABC 
uguale al triangolo EDF. C.D.D. 

58. Scolio. Si osservi che ne’ triangoli uguali , gli angoli u- 
guali sono opposti ai lati uguali. 

Risoluzione di alcuni problemi. 

PROPOSIZIONE XI PROBLEMA. 

5g. Sopra la retta data AB descrivere un triangolo equi- 
latero (fig. 4 ). 

Soluzione. Si faccia centro in A , e con un raggio uguale ad 
AB si descriva una circonferenza ; si faccia poi centro in B e 
col medesimo raggio si descriva un’ altra circonferenza , che tagli 
la prima nel punto F ; finalmente si tirino i raggi FA,FB , ed il 
triangolo AFB sarà evidentemente il triangolo equilatero richiesto. 
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PROPOSIZIONE XII — PROBLEMA. 


li 


6o.- Dividere un angolo dato in due parti uguali ( fig. i5 ). 

Soluzione. Sia da dividersi in due parti uguali l’angolo ACB. 
Si faccia centro in C, e con un raggio qualunque si prendano 
su i lati dell’ angolo le parti uguali CA,CB-, poi si conduca AB , 
e su questa si descriva il triangolo equilatero ABF ; finalmente 
si tiri la retta CF; questa dividerà l'angolo dato in due parti 
uguali. 

In fatti i due triangoli ACF,CBF sono uguali , perchè hanno 
i tre lati respettivamente uguali, onde sarà l’ angolo ACF uguale 
all’ angolo BCF ( n.° 58 ). 

PROPOSIZIONE XIII PROBLEMA. 

6 r. Dividere una retta terminata in due parti uguali (fig. 16 ). 

Soluzione. Debbasi dividere la retta AB in due parti uguali. 
Si costruisca sopra AB il triangolo equilatero ABF ; si divida 
l’ angolo AFB in due parti uguali A FO , OFB , la retta AB 
resterà divisa in due parti uguali AO,OB. 

Imperocché i due triangoli AFO,FOB hanno il lato FO co- 
mune, il lato AF—FB, c l’ angolo AFO—OFB, perciò saranno 
uguali ( n.° 53 ) , onde ne risulta che AO=-OB . . 

PROPOSIZIONE XIV — • PROBLEMA. 

6 a. Nel punto A della retta AC costruire un angolo uguale 
all' angolo dato D (fig. 17 ). 

Soluzione. Si faccia centro in D, e con un raggio qualunque 
si descriva una circonferenza , che tagli i lati dell’angolo ne* punti 
E ed F , e si conduca la retta FE. Si faccia poi centro in A , 
e con un raggio AC— DE si descriva una circonferenza ; indi 
fatto centro in C , e con un raggio CB—EF si descriva un’altra 
circonferenza , che tagli la prima nel punto B, e si tirino le rette 
AB, CB , l’ angolo BAC sarà uguale all’ angolo dato D. 

In fatti, i due triangoli ABC,DEF sono uguali, perchè hanno 
i tre lati respettivamente uguali (n.°57), onde sarà l’angolo A=D. 

PROPOSIZIONE XV — PROBLEMA . 

63. Condurre una perpendicolare ad una retta data (fig. 18 ). 

Soluzione. Supponiamo in primo luogo che la perpendicolare 
debba innalzarsi dal punto C sulla retta MN. Si faccia centro in 
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C , e con un raggio qualunque si descrivano due porzioni di cir- 
conferenza , che taglino la retta data MN ne’ punti A e B ; poi 
sopra AB si descriva il triangolo equilatero A DB , si tiri DC , 
questa sarà la perpendicolare richiesta. 

In fatti, i due triangoli ADC,CDB hanno i tre lati respettiva- 
menle uguali; perciò sarà 1’ angolo AGL) uguale all’angolo DCB, 
onde DC è perpendicolare ad AB ( n.° 4o )• 

Debba ora abbassarsi la perpendicolare dal punto D sulla retta 
MN. Si prenda il punto D per centro , e con un raggio suffi- 
cientemente grande si descriva una circonferenza , che tagli la 
linea MN ne’ punti A e B , poi si divida la retta AB in due 
parli uguali nel punto C , si conduca DC , questa sarà la per- 
pendicolare cercata. 

Imperocché tirando i raggi DA,DB , risulteranno uguali i due 
triangoli ADC,DCB , che hanno i tre lati respettivamente uguali, 
onde sarà 1’ angolo DCA uguale all’ angolo DCB ; e perciò DC 
è perpendicolare ad MN. 

PROPOSIZIONE EVI — PROBLEMA. 

64- Per un dato punto A condurre una parallela alla retta 
data CD ( llg. 19 ). 

Soluzione. Si prenda un punto F sopra CD , e si conduca 
A F ; dipoi si faccia l'angolo EAF uguale all’angolo AFC , la 
retta AE sarà la parallela richiesta. 

In fatti per la costruzione risultano uguali gli angoli alterni 
EAF.AFC ; e però dev’essere AE parallela a DC ( n.°46 )• 

Proprietà de’ triangoli. 

65. Le relazioni, ch’esistono fra i lati, o fra gli angoli di un tri- 
angolo , costituiscono le proprietà di esso. Eccone le principali . 

PROPOSIZIONE E VII TEOREMA. 

66. La somma degli angoli di qualunque triangolo è uguale 
a due angoli retti ( fig. 20 ). 

Dim. Sia il triangolo ABC , dico che la somma de’tre angoli è 
uguale a due retti. 

Si prolunghi il lato BC in D , e si tiri CE parallela ad AB. Gli 
angoli ACE,BAC sono uguali come alterni rispetto alla secante 
AC-,, rispetto poi alla secante BD l’angolo esterno ECD è uguale 
alPiinterno opposto dalla stessa parte ABC-, dunque sarà tutto l’angolo 
ACD somma de’due ACE, E CD, uguale ai due angoli A e B presi in- 
sieme: si aggiunga di comune l’angolo ACB, e sarà la somma degli 
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angoli ACD,ACB uguale a quella de’ tre angoli del triangolo ; ma 
la prima somma è uguale a due retti ( n.° ), dunque lo sarà 

ancora la seconda. C.D.D. 

67. Scolio. Questa proprietà del triangolo costituisce una delle 
più importanti proposizioni di geometria. Se ne deduce : 

i.° Se in uu triangolo si prolunga un lato , 1 ’ angolo esterno 
è uguale alla somma de’ due interni opposti : 

a. 0 Se due angoli di un triangolo sono uguali a due angoli 
di un altro , ancora il terzo angolo di questo sarà eguale al terzo 
di quello. 

3 .° In un triangolo non vi può essere che un solo angolo 
retto , e con più ragione un solo angolo ottuso. 

Da ciò ne segue che rispetto agli augoli , un triangolo può 
essere rettangolo , ottusangolo , o acutangolo. 

Nel triangolo rettangolo il lato opposto all’ angolo retto dicesi 
ipotenusa ; gli altri due si chiamano cateti. 

La denominazione di triangolo obliquangolo comprende il trian- 
golo ottusangolo , e 1’ acutangolo. 

PROPOSIZIONE XVIII TEORESI A. 


68 . In un triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati uguali 
song uguali ( fig. 21 ). 

Dim. Nel triangolo isoscele AFB sia il lato FA=FB ; dico che 
sarà l'angolo A=B. 

Si divida l’àngolo AFB in due parli uguali. I due triangoli 
AFE,FEB sono uguali , perchè hanno l' angolo AFE uguale 
all’ angolo EFB , e sono uguali i lati , che comprendono i detti 
angoli , onde ( n.° 58 ) sarà l’angolo A=B. C.D.D. 

69. Corollario. Dall' uguaglianza de’ medesimi triangoli si de- 
duce che il lato AE=EB , e che l’angolo AEF=FEB , onde 
questi due angoli sono retti : e però « in un triangolo isoscele , 
1 la linea FE , che divide l’ angolo al vertice AFB in due 
» parti uguali , è perpendicolare alla base AB , e passa pel suo 
» punto di mezzo E. 


PROPOSIZIONE XIX TEOREMA. 

70. Se in un triangolo due angoli sono uguali , » lati oppo- 
sti saranno uguali ( fig. 21 ). 

Dim. Nel triangolo AFB sia 1 ’ angolo A=B ; dico che sarà il 
lato AF—FB. 

Dal punto F si conduca la perpendicolare FE sopra AB. 

Nè triangoli AFE,FEB il lato FE è comune, l’angolo A—B 
per ipotesi , 1 ’ angolo FEA—FEB come retti , dunque sarà il 
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terzo angolo AFE uguale al terzo angolo BFE ( n.° 67 ) ; per 
conseguenza i due triangoli saranno uguali ( n.° 54 ) , onde sarà 
FA=FB. C.D.D. 

71. Corollario I. Da questo teorema si deduce che la perpendi- 
colare abbassata dal vertice di un triangolo isoscele sopra la base, 
divide l’ angolo al vertice in due parti uguali , e passa pel punto 
di mezzo della base medesima. 

72. Corollario II. Ne risulta ancora che un triangolo equila- 
tero è nel tempo stesso equiangolo , e reciprocamente un triangolo 
equiangolo ò sempre equilatero. Ed il triangolo equilatero avendo 
i tre angoli eguali fra loro , ciascuno di essi equivarrà a due terzi 
di un angolo retto ( n.° 66 ). 

PROPOSIZIONE XX — TEOREMA. 

73. Di due angoli di un triangolo il maggiore è quello , che. 
trovasi opposto ad un lato maggiore ( fig. 22 ). 

Dim. Nel triangolo ABC sia il lato CB maggiore del lato CA ; 
dico che sarà l’angolo CAB maggiore dell’ angolo CBA. 

Sul lato CB si prenda una parte CD uguale al lato CA , c si 
tiri la retta DA. Essendo isoscele il triangolo CAD , sarà 1 ’ an- 
golo CAD uguale all’angolo CDA ( n.° 68 ). Ma l’angolo CDA 
esterno al triangolo DBA è maggiore dell’angolo interno ed op- 
posto ABD ( 11. 0 67 ) , dunque sarà ancora 1 ’ angolo CAD mag- 
giore dell’ angolo ABD , c a più forte ragione lo sarà 1 ’ angolo 
CAB. Dunque l’angolo CAB è maggiore dell’angolo CBA. C.D.D. 

PROPOSIZIONE XXI — TEOREMA. 

74- Reciprocamente di due lati di un triangolo il maggiore 
è quello, che trovasi opposto ad un angolo maggiore ( fig. 22 ) . 

Dim. Nel triangolo ABC sia l’angolo CAB maggiore dell’ an- 
golo CBA; dico nhc sarà il lato CB maggiore del lato CA. 

Imperocché se il lato CB non è maggiore del lato CA , sarà 
o uguale , o minore ; e nell’ uno , e nell’ altro caso non sarebbe 
l’ angolo CAB maggiore dell’ angolo CBA , contro la supposi- 
zione. Dunque il lato CBdew ’ esser maggiore del lato CA. C.D.D. 

75. Scolio. Da quanto fin qui si è dimostrato intorno ai trian- 
goli , si deducono alcune proprietà importanti delle rette perpen- 
dicolari , ed oblique. 

i.° Da un punto A ( fig. 2 3 ) preso fuori di una retta DC 
non si può abbassare che una sola perpendicolare AP sopra DC. 

Poiché se AB fosse un’ altra perpendicolare, nel triangolo AB P 
vi sarebbero due angoli retti; il che è assurdo ( n.° 67). 

2. 0 La perpendicolare AP è più corta di oqni obliqua AB, 
AC, AD, ecc. 3 
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In fatti , nel triangolo ABP l’ angolo APB è retto ; e però sarà 
acuto l’angolo ABP, onde il lato AP dev’ esser minore del lato AB 
( n.° y4)- Nello stesso modo dimostrasi che AP h minore di qua- 
lunque altra obliqua ; e però 

La perpendicolare AP misura la distanza del punto A dalla 
retta DC. 

3. ° Se si suppone BP—PC , le oblique AB, AC saranno 
uguali , perchè allora ^risultano uguali i due triangoli ABP , 
APC, onde 

Le oblique che si discostano ugualmente dal piede P della 
perpendicolare sono uguali. 

Reciprocamente se AB=AC, sarà BP=PC. In fatti essendo 
isoscele il triangolo ABC risulterà l’ angolo ABC uguale all’ an- 
golo ACB, e però i due triangoli ABP, APC avranno uguali 
questi angoli , ed anche gli angoli in P, perchè retti, e sarà il 
terzo angolo BAP del primo uguale al terzo angolo PAC del 
secondo: onde i suddetti triangoli saranno uguali (n.° 54), e 
quindi BP—PC. 

4. ° Nel triangolo A DB l’angolo ottuso ABDè maggiore del- 
l’ acuto A DB , onde il lato AD è maggiore del lato AB. Da ciò 
ne segue che di due oblique quella che più si allontana dal 
piede della perpendicolare sarà la più lunga. 

5. ° Da un medesimo punto non si possono condurre sopra 
una retta data più di due rette uguali. 

CAPITOLO IV. 

de’ poligoni. 

76. Un piano terminato d’ogni intorno da linee chiamasi figu- 
ra piana. Se le linee sono rette, la figura si dirà piana rettilinea , 

0 più brevemente poligono. Se le linee sono curve, la figura si dirà 
curvilinea ; finalmente se le linee sono rette e curve , la figura 
si chiamerà mistilinea. L’insieme delle linee, o Ae' lati della figura 
rettilinea forma ciò che dicesi contorno o perimetro del poligono. 

Se i lati del poligono sono uguali , esso dicesi equilatero ; se 
sono uguali gli angoli , appellasi equiangolo. 

77. Due poligoni diconsi essere equilateri fra loro , se hanno 

1 loro lati respetlivamente uguali , e disposti nel medesimo ordine. 

Sono poi equiangoli fra loro , se hanno gli angoli respettiva- 

mente uguali , e disposti nel medesimo ordine. 

78. Il poligono di tre lati è il triangolo, di cui si è parlato nel 
capitolo precedente; quello di quattro lati chiamasi quadrilatero, 
quello di cinque, pentagono , di sei, esagono, di selle, ettagono, 
di otto, ottagono , di dieci , decagono, di dodici, dodecagono , 
di quindici, quindecagono o pentedecagono. 

79 . Tra i quadrilateri si distinguono: 
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i.° Il quadrato , che ha i lati uguali, e gli angoli retti: 

a.° Il rettangolo , che ha gli angoli retti senza avere i lati 
uguali . 

3.° Il parallelogrammo , che ha i lati opposti paralleli. 

4-° H rombo , che ha i lati uguali senza avere gli angoli 
retti. Si dà ancora a questa figura il nome di losanga. 

5.° Finalmente il trapezio , di cui due lati soltanto sono pa- 
ralleli (*). 

80. Diagonale di un poligono è la retta , che unisce i ver- 
tici di due angoli non adiacenti. 

PROPOSIZIONE XXII TEOREMA. 

81. La somma di tutti gli angoli interni di un poligono i 
eguale a tante volte due angoli retti quante unità sono nel 
numero de’ suoi lati meno due ( fig. a4 ). 

Dim. Sia ABCDG 11 poligono proposto : se dal vertice d’ un 
medesimo angolo A si conducano a tutti i vertici degli angoli 
opposti le diagonali AC,AD,AE,AF, è manifesto che il poligo- 
no sarà diviso in cinque triangoli , se ha sette lati ; in sei trian- 
goli , se ha otto lati ; ed in generale in tanti triangoli quanti 
sono i lati del poligono meno due ; poiché questi triangoli pos- 
sono essere considerati come aventi per vertice comune il pun- 
to A, e per basi i differenti lati de* poligoni , eccetto i due, che 
formano 1’ angolo A. Ora la somma degli angoli di tutti questi 
triangoli non differisce dalla somma degli angoli del poligono ; 
dunque questa somma è uguale a tante volte due angoli retti 
quanti sono i triangoli , vale a dire quante unità sono nel 
numero de’ lati del poligono meno due. C.D.D. 


(*) Euclide chiama Trapezio ogni quadrilatero che non è parallelo- 
grammo , ma poi non adopera mai questo vocabolo , servendosi in tutto il 
corso detl* opera del nome generico ai quadrilatero. Alcuni commentatori 
del Greco Geometra osservarono eh’ era necessario distinguere con un no- 
me particolare il quadrilatero di cui due soli lati sono paralleli , essendo 
questa figura dotata di proprietà importanti , onde la chiamarono Trape- 
zoide ; ma questa denominazione non è stata adottata, e si è, dato il no- 
me di trapezio esclusivamente alla figura di cui si parla. E in questo 
senso appunto che la voce trapezio trovasi adoperata dai grandi geometri che 
hanno scritto i trattati di Geodesia , c di Meccanica secondo lo stato attuale 
delle scienze esatte , come Puissanl , Ventwoli , Poisson , Prony , Fran- 
coeur, Navier , eco.; laonde noi abbiamo definito il trapezio nel significato 
dei moderni , e non in quello di Euclide , dapoichè sono i’sommi scrittori 
delle parti elevate delle matematiche pure e miste che danno la legge ai faci- 
tori ai elementi , dovendo questi servire principalmente per intendere le 
opere classiche che sono scritte nella lingua viva dei moderni, e non già 
nella lingua morta degli antichi. 
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S2. Scolio. Da questo teorema si deduce che la somma degli an- 
goli di un quadrilatero è uguale a quattro angoli retti. Dunque se 
tutti gli angoli di uu qutidrilatero sono uguali , ciascuno di essi 
sarà un angolo retto ; il che serve a giustificare ciò che si è detto 
nel n.° 79 , dove si è supposto che i quattro angoli di un qua- 
drilatero fossero retti , nel caso del rettangolo , e del quadrato. 
Merita ancora di essere osservato che il teorema precedente può 
essere applicato al poligono ABCFG ( fig. 28 ) che ha un an- 
golo rientrante in E\ ma in tal caso si dovrà considerare l’ an- 
golo accennato come maggiore di due angoli retti. Noi ci occu- 
peremo soltanto dei poligoni che hanno gli angoli salienti , come 
è quello della fig. 24 , e che si chiamano poligoni convessi. 11 
perimetro del poligono convesso è tale che non può essere segato 
dai prolungamenti dei suoi lati , mentrechè quello del poligono 
concavo può essere segato in due o più punti quando si prolun- 
ghi qualche suo lato sufficientemente. 

PROPOSIZIONE XXIII — TEOREMA. 

83. 1 lati opposti d’un parallelogrammo sono uguali , come 
pure gli angoli opposti ( fig. 25 ). 

Dim. Nel parallelogrammo AB CD si conduca la diagonale BD. 
Essendo AD parallela a BC , saranno uguali gli angoli alterni 
ADB,DBC : similmente essendo DC parallela ad AB, saran- 
no uguali gli angoli alterni ABD,CDB. Quindi i due triangoli 
ABD,BDC hanno il lato BD comune , e gli angoli adiacenti a que- 
sto lato respettivainenle uguali , e però sono uguali. Da ciò ne 
segue che il latori) è uguale al lato BC , il lato AB—DC , e 
l’angolo A—C. E poi l’angolo ABC composto de’ due angoli 
ABD,DBC, che sono rcspettivamente uguali agli angoli BDG,ADB , 
dunque sarà ancora l’angolo ABC=ADC. C.D.D. 

84 - Corollario. Si deduce da questo, teorema che due paral- 
lele AB, CD comprese tra due altre parallele AD,BC, sono ugua- 
li ; e che la diagonale BD divide il parallelogrammo ABCD in 
due triangoli uguali. Reciprocamente se due rette AB, CD sono 
uguali e parallele, le congiungenti AD,BC dalle medesime parli 
sono ancor esse uguali e parallele. Infatti , essendo uguali gli 
angoli alterni ABD,BDC sarà il triangolo ABD uguale al trian- 
golo BDC ( n.° 53 ) ; e però ne risulta non solamente che le 
rette AD,BC sono uguali , ma ancora che sono parallele , poi- 
ché sono uguali gli angoli alterni ADB ,DBC. Se dunque in un 
quadrilatero due lati opposti sono uguali e paralleli , gli altri due 
saranno ancora uguali c paralleli , e la figura sarà un parallelo- 
grammo. 
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85. Se in un quadrilatero i lati opposti sono uguali , la fi- 
gura sarà un parallelogrammo ( fig. 2 a ). 

Dim. Nel quadrilatero ABCD , sia il lato AB—DC, il lato 
AD=BC ; dico che la figura ABCD è un parallelogrammo. 

Imperocché conducendo la diagonale BD , i due triangoli ABD, 
BDC saranno uguali , perchè hanno i tre lati rcspetlivamcnle 
uguali ; dunque 1’ angolo ADB opposto al lato AB è uguale al- 
1’ angolo DBC opposto al lato CD ; ma questi angoli sono alterni 
rispetto alle rette AD,BC , dunque queste rette sono parallele 
( n.° 46 )• Nello stesso modo dimostrasi che AB è parallela a 
CD; dunque il quadrilatero ABCD è un parallelogrammo. C.D.D. 

PROPOSIZIONE XXV — TEOREMA. 

86 . Le diagonali d' un parallelogrammo si tagliano scambie- 
volmente in parti uguali ( fig. 26 ). 

Dim. Sia il parallelogrammo ABCD-, dico che le due diagonali 
AC,BD si tagliano scambievolmente in parti nguali. 

In fatti , paragonando il triangolo ADO col triangolo COB , si 
trova il lato AD—CB , l’angolo ADO—CBO , come alterni ri- 
spetto alle parallele AD,CB , e l'angolo DAO—OCB per la stessa 
ragione ; dunque i due triangoli ADO,BOC sono uguali (n.°54); 
e perciò sarà AO=OC , e DO=OB. C.D.D. 

PROPOSIZIONE XXVI ■— PROBLEMA. 

87 . Costruire un parallelogrammo , essendo dati un angolo , 
e t due lati che lo comprendono (fig. 27 ). 

Soluzione. Si faccia 1’ angolo A uguale all’ angolo dato ; poi 
su i lati di esso si prendano le due parti AB, AC uguali rcspet- 
tivamenle ai due lati dati. Fatto centro in C , e con un raggio 
uguale ad AB si descriva una circonferenza ; fatto centro in B , 
e con un raggio uguale ad AC si descriva un’altra circonferenza, 
che incontri la prima nel punto D\ e si tirino le rette DC,DB , 
la figura ABDC sarà il parallelogrammo richiesto. 

Imperocché , per la costruzione , i lati opposti essendo uguali, 
il quadrilatero descritto dev’essere un parallelogrammo (n.°85); 
ma questo parallelogrammo è formato con i lati dati c l’angolo 
dato ; dunque si è fitto quello che si cercava. 

88 . Scolio. Si osservi che se l’ angolo CAB è retto , la figura 
ABCD diviene un rettangolo ; e se di più i lati AB, AC sono 
uguali , la stessa figura diverrà un quadrato. Si può dunque colla 
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costruzione indicata descrivere un rettangolo, di cui sian dati due 
lati che comprendono l’ angolo retto , e costruire un quadrato 
sopra una retta data. 


CAPITOLO V. 

TEORICA DELIE RAGIONI , E DELLE PROPORZIONI ; APPLICAZIONE 
DI QUESTA DOTTRINA ALLE FIGURE PIANE RETTILINEE. 

89. Il principio dell’esatta sovrapposizione (n.° 3 i ) , appli- 
cato ai triangoli , e le conseguenze che ne abbiamo dedotte , 
sono state sufficienti a farci scoprire alcune proprietà delle figure 
piane , proprietà che si potrebbero chiamare costitutive delle figu- 
re medesime , in quanto che servono alla loro descrizione geo- 
metrica. In tal modo abbiam conosciuto la possibilità di descrivere 
il quadrato , il rettangolo , il parallelogrammo , ec. Ma quando 
si vogliono paragonare generalmente le stesse figure fra loro , per 
valutare le une per mezzo delle altre , allora il principio sum- 
mentovato dell’ esatto sovrapponimene non basta più esso solo , 
sotto qualunque siasi forma , o remota sua applicazione si consi- 
deri ; e penò si richiede che la scienza venga rafforzata da qual- 
che mezzo più potente. Questo mezzo ritrovasi nella teorica gene- 
rale delle ragioni , e delle proporzioni, che andiamo ad espor- 
re qui appresso. 

90. Delle ragioni , e delle proporzioni in generale. 

Due grandezze non possono paragonarsi una all’ altra rispetto 
alla loro quantità se non sono omogenee , vale a dire della stessa 
specie 0 natura ; cosi una linea non potrà paragonarsi ad una su- 
perficie o ad un solido , ma si paragonerà la linea alla linea, la 
superficie alla superficie , il solido al solido. Di due grandezze 
omogenee la minore moltiplicata quanto basta deve alla fine su- 
perare la maggiore ; e questa proprietà appartenendo esclusivamente 
alle grandezze omogenee , è stata con ragione da alcuni matema- 
tici adottata per carattere distintivo di quelle grandezze. 

91. Una grandezza minore si chiama parte aliquota di una 
grandezza maggiore , allorché la minore può esser contenuta un 
certo numero di volte esattamente nella maggiore : viceversa la 
maggiore si dirà moltiplice della minore , quando la prima con- 
tiene esattamente la seconda. 

92. S’intende per comune misura di due grandezze omogenee 
una terza grandezza omogenea con le prime due ed aliquota di 
ciascuna di esse. 

Se dunque una grandezza D è una comune misura di due altre 
grandezze A e B , ogni parte aliquota di D sarà eziandio una 
comune misura di A e B. Inoltre se D è comune misura di A, 
e di una sua parte , lo sarà ancora della rimanente parte. 
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g 3 . Due grandezze omogenee si dicono commensurabili tra loro, 
quando hanno una comune misura. Tali sono tutti i numeri in- 
teri , e fratti. AI contrario si chiamano incommensurabili , allor- 
ché non hanno una comune misura. Appartengono a questa spe- 
cie di grandezze le radici quadrate de’ numeri, che non sono qua- 
drati perfetti, come lo radici di 2, di 3 , di 5 , di 8, di 12 ec. 
Tale è parimente la diagonale di un quadrato rispetto al suo lato, 
e molte altre linee , delle quali tratta Euclide nel lib. X de’ suoi 
Elementi. 

94 La ragione , o il rapporto di due grandezze omogenee A 
e è il quoziente, che si ottiene dividendo l’una per l’altra. 

Così , la ragione di 3 o a 6 è 5 , perchè 5 è il quoziente di 
3 o diviso per 6. Reciprocamente il rapporto di 6 a 3 o è ed in 

generale quello di A a D sarà A : B, oppure — - 

gl>. Da ciò si deduce che una ragione non cangia , se si mol- 
tiplicano , o si dividono i suoi due termini per un medesimo nu- 
mero. Infatti , essendo la ragione il quoziente di una divisione può 
sempre esser posta sotto una forma frazionaria. Quindi la ragione 
di 3 o : 6 è la stessa che quella di 60 : 12 ; ed in generale la 
ragione di A : B è quanto quella di nA : nB , indicando con n 
un numero qualunque. 

96. Ne risulta ancora che 

i.° Le grandezze che hanno la stessa ragione ad una sola e 
medesima grandezza od a grandezze uguali , sono uguali fra loro. 

2. 0 Le grandezze uguali hanno una stessa ragione ad una 
sola e medesima grandezza. 

3 .° Le grandezze alle quali una sola e medesima grandezza 
ha una stessa ragione , sono uguali. 

4 ° Se due grandezze si paragonano ad una terza , la mag- 
giore sarà quella che vi avrà una maggiore ragione, e viceversa. 

5 .° Le ragioni uguali ad una stessa ragione , o a ragioni 
uguali , sono uguali tra loro. 

97. Il primo termine di una ragione chiamasi antecedente , il 
secondo , conseguente. 

98. Ragione inversa , o reciproca dicesi quella che il conse- 
guente serba al suo antecedente. Cosi, la ragione inversa di 3 a 
6 è quella di 6 a 3 . 

99. Diccsi proporzione l’uguaglianza di due ragioni. 

Così , essendo 2 il rapporto di 20 a io , come pure di 12 a 6, 
i numeri 20, io, 12 e 6 formeranno una proporzione, che 
s’indica in questo modo 520: io :: 12:6, e si enuncia dicendo 
20 sta a io come 12 sta a 6. In generale se quattro grandezze 
A,B,C,D sono in proporzione , si scriverà per indicarla 
A : B :: C : D. 

100. Dunque in una proporzione esistono quattro termini , cioè 
due antecedenti A e C , e due conseguenti B , D. I termini A 
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e D diconsi termini estremi ; B,c C sono i termini medii. L’ ultimo 
termine D chiamasi quarto proporzionale. 

roi. Se quattro grandezze A,B,C,D formano una proporzione 
nell’ordine in cui sono nominate, cioè se sta A : B \ \ C’. D, 

si dirà che A sta n B in ragion diretta di C a D ; ma se sta 

A : B " D : C , allora si dirà che A sta a B in ragione inversa 
di C a D. Così , i numeri 7 e i 4 sono in ragione inversa, op- 
pure sono inversamente proporzionali ai numeri 12 e 6; poiché 
volendo stabilire fra essi la proporzione , convien fare una inver- 
sione ne’ termini della seconda ragione , cioè mettere il conse- 
guente 6 in luogo dell’antecedente 12 , e scrivere 7 : i4 :: 6 : 12; 
nè la proporzione avrebbe potuto sussistere altrimenti. 

102. La proporzione si dice continua , allorché i due termini 

medii sono uguali , come sarebbe 8 : 4 4 : 3 > ed in generale 

A : B : : B : C. 

E poiché la proporzione continua consìste propriamente in tre 
termini , è addivenuto che si scrive anche in questo modo ; 
-7T A : B : C; quindi il secondo termine B si è detto medio pro- 
porzionale , c l’ultimo C, terzo proporzionale. 

10 3 . Dalla definizione della proporzione si deduce che 

i.° Se due proporzioni abbiano tre termini comuni , cioè 
abbiano i due antecedenti , ed il primo o il secondo conseguente; 
oppure i due conseguenti , ed il primo , o il secondo anteceden- 
te , rispettivamente uguali , i due termini rimanenti saranno uguali 
tra loro. 

2. 0 Se in una proporzione i conseguenti sono uguali, saranno 
pure uguali gli antecedenti ; ed inversamente se sono uguali gli 
antecedenti, saranno ancora uguali i conscguenti. 

PROPOSIZIONE XXVII TEOREMA. 

io 4 - Se quattro grandezze A,B,C,D sono proporzionali, cioè 
sia A : lì : : C : D , il prodotto A X D de' termini estremi sarà 
uguale a quello BxC de’ termini medii. 

Dim. Perocché essendo la ragione di A a B uguale a quella 

di C a D , saranno uguali tra loro le due frazioni ^ , e — . Ma 

quando due frazioni uguali si riducono allo stesso denominatore , 
i numeratori delle nuove frazioni sono uguali : se dunque si ri- 
ducono le due frazioni accennate allo stesso denominatore , i nu- 
meratori AxD,e BxC, che ne risulteranno, saranno uguali , 
onde il prodotto de’ termini estremi sarà uguale a quello de’ ter- 
mini medii. C.D.D. 

io 5 . Scolio. Inversamente se quattro grandezze A,B,C,D sono 
tali clic il prodotto AxD delle due estreme è uguale a 
quello BxC delle due medie , i fattori del primo prodotto sa- 
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ranno reciprocamente proporzionali a quelli del secondo , in 
guisa che si avrà A : B :: C : D. 

Si deve inoltre avvertire che nella proporzione continuai:!?: : 2 ?: C, 
il prodotto de’ termini estremi AxC è parimente uguale a quello 
determini inedii B X B -, ma il prodotto di due fattori uguali es- 
sendosi chiamato quadrato , cosi si dice che i nella proporzione 
i continua il prodotto dei termini estremi è uguale al quadrato 
t del termine medio. 

In vece di B X B si scrive per brevità B * , che si pronunzia 
dicendo B due , oppure B quadrato. La cifra 2 serve ad indi- 
care il numero de’iattori uguali. 

iof>. Corollario I. Si deduce dal teorema precedente che senza 
alterare la proporzione A : B :: C ; D si può dare una diversa 
disposizione ai suoi termini , purché si conservi il prodotto degli 
estremi eguale a quello de’medii. Cosi si potranno mettere i con- 
seguenti in luogo degli antecedenti scrivendo B : A :: D : C, per- 
chè anche in questa proporzione si verifica B X C — Ax D. 
Un tal cambiamento di termini è stato chiamato , invertendo. 

Si potranno anche paragonare gli antecedenti fra loro ed i con- 
seguenti fra loro, ciò che dicesi permutando, e sarà A : C:: B : D; 
e qui pure A X D — C X B. 

ioq. Corollario II. La proporzione A : B :: C : D non si al- 
tera , se si moltiplicano , o si dividono per un medesimo numero 
i due antecedenti , o i due conseguenti. In fatti , permutando si 
avrà A : C :: B : D. Ma la ragione di A a C non cangia, allor- 
ché si moltiplicano , o si dividono per lo stesso numero n i suoi 
termini , dunque sarà nA : nC :: B : D , e permutando di nuovo 
sarà infine nA : B :: nC : D. Similmente si dimostra , che 


A C 

~ : B D\ ed è facile applicare ai conseguenti ciò che qui 
si dice degli antecedenti. 


PROPOSIZIONE XXVIII — TEOREMA . 


108. Se due proporzioni hanno gli stessi anlec edemi, i con- 
seguenti saranno fra loro respettivamente proporzionali. 

Dim. Siano le due proporzioni 

A : B : : C : D , ed A : E : . C : F, 
sarà permutando 

A: C:: B: D, ed A: C :: E: F. 

Dunque la ragione di A a C sarà uguale tanto alla ragione di 
B a D, quanto a quella di E a F •, e però la ragione di B a 
D sarà uguale a quella di E a F , onde si avrà 

B : D :.E : F. C.D.D. 

109. Corollario. E poiché invertendo, i conseguenti divengono 

4 
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antecedenti , perciò se due proporzioni hanno gli stessi conseguen- 
ti , gli antecedenti saranno in proporzione (*). 


PROPOSIZIONE XXIX TEOREMA* • 

no. Se quattro grandezze A,B,C,D sono proporzionali } cioè 
sia A : B :: C : D, sarà componendo A-+-B:B::C-i-D:D, 
e dividendo A — B:B::C — D:D. 

Dim. Nella dimostrazione di questo teorema si suppone che gli 
antecedenti A e C siano maggiori de’ conseguenti B e D ; poiché 
se fosse altrimenti si farebbe prima 1* invertendo , e si considerereb- 
bero come antecedenti i termini B e D. Ciò premesso , 

A 

I. Essendo la ragione di A a B espressa dalla frazione —, 

£ 

e la ragione di C a D dalla frazione — , se si aggiunga ad am- 

è evidente 


A. C 

bedue l'unità, sarà -+- 1 uguale a — -+- 1. Ora 

che — -+- 1 equivale ad 1 poiché ogni grandezza divisa 

£ 

per se stessa deve dare l’unità; parimente — 1 equivale a 

CD 

— -4- : se dunque si faccia la somma delle due prime frazioni, 


B C • 

uguale a 


D 


vale 


e quella delle due seconde, sarà ^ _ D 

a dire che la ragione di A -+- B a B è uguale alla ragione di 

C-+-D a D , onde si avrà A -+• B : B :: C D : D. 

II. Se in vece di aggiungere si sottragga 1 ’ unità dalle due 

A C 

frazioni -g, e -j;; indi in luogo della somma si faccia la sottra- 
zione delle frazioni , che ne risultano , si avrà u uguale a 


C—D 

~ir~- 


vale a dire A — B : B :: C — D : D. 


B 

C.D.D. 


in. Corollario I. Essendo nelle due proporzioni^: B:: C : D, 
ed A •+■ B : B :: C -t- D : D i conseguenti uguali , gli antece- 
denti formeranno una nuova proporzione ( n.° 109 ) , onde si avrà 
A-+-B.AW C+D: C. 

Nello stesso modo si dimostra che 

A— B: A:: C—D: C. 

Dunque in generale si può concludere che t in ogni proporzione 


(*) Riducesi al teorema precedente la proporzione ordinata di Euclide, 
ed il ragionamento per egualità ordinata. Ma queste espressioni antiquate 
sono state proscritte dalla scienza, insieme a diverse altre dello stesso conio. 
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s la somma , o la differenza de* termini del primo rapporto sta 
» all’antecedente, o al conseguente di tal rapporto, come la . 
» somma, o la differenza determini del secondo rapporto sta all’an- 
i tecedente , o al conseguente del rapporto medesimo. 

112. Corollario II. Dalla proporzione A : B\\C : ZI si ha per- 
mutando A : C ; ; B : D. Se a questa si applichi il componendo, ed 
il dividendo , si avrà A-\~C : Ci \B-\-D-. D , ed A — C : C\ \B — D\D, 
ovvero permutando 

A-y- C : B-t-D\ ‘.C : D ed A— C : B—D.'.C : D. 

Da ciò si può concludere che « in ogni proporzione la somma , 

» o la differenza degli antecedenti sta alla somma , o alla diffe- 
» renza de’ conseguenti come uno degli antecedenti al suo con- 
j seguente. , 

ji 3. Corollario. E facile ora vedere che se si ha una serie 
di rapporti uguali , cioè 

A : B\\C : Di’. E : F'.’.G : H ; ecc. 

« la somma di tutti gli antecedenti sta alla somma di tutti i con- 
» seguenti come uno degli antecedenti al suo conscguente. 

Infatti , considerando solamente i due primi rapporti , si avrà 
la proporzione A : B\\C : D , dalla quale si deduce 
A -t" C 1 B -4— D . \A 1 B , 

e poiché il terzo rapporto E : F è uguale al primo A:B, si avrà 
A-\- C : B-\-D\\E : F. 

Se si faccia la somma degli antecedenti e quella de’ conseguenti 
in quest’ ultima proporzione , ne risulterà 

A-ì-C-i-E : B-+-È-t-F] [E: F, o ; ‘ A: B; e così in progresso. 

PROPOSIZIONE XXX — TEOREMA. 

ii4- Se i termini di una proporzione si moltiplicano per i 
termini corrispondenti di un altra , i quattro prodotti , che ne 
risultano , formeranno una nuova proporzione. 

Dim. Siano le due proporzioni 

A: B:\C-.D, ed E: F..G-.H. 

Siccome una ragione non si altera , allorché i suoi termini si 
moltiplicano per un medesimo numero ( n.° g5 ) , così la prima 


proporzione può prendere la seguente forma 

AxE : BxE'.'.CxG : DxG ( 1 ). 

Similmente la seconda proporzione diviene 

BxE : BxF: ‘.DxG : DxH , 
ovvero invertendo 

BxF : BxE\ \DxH : DxG (2) . 


Ora le proporzioni (1) , e (2) hanno i medesimi conseguenti , 
dunque gli antecedenti saranno in proporzione ( n.° 109); e' 
perciò si avrà 

AxE : BxFy.CxG : DxH. C.D.D. 
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n5. Corollario. Se la seconda proporzione fosse identica alla 
prima , la proporzione risultante sarebbe 

AxA : BxB : ; CxC : VxD , 

ovvero 

D*. 

quindi ne risulta che « se quattro grandezze sono in proporzio- 
* ne , i loro quadrati formeranno una nuova proporzione. » 
Viceversa i se quattro grandezze sono in proporzione, le loro 
s radici quadrale saranno ancora in proporzione. » 

Tutto ciò può estendersi ai cubi , ed alle radici cubiche. Im- 
perocché il cubo dì un numero non è altro che il prodotto di 
questo numero pel suo quadrato. Così , 8 è il cubo di a , 27 è 
il cubo di 3 , 125 quello di 5 , ecc. 

116. Scolio. La ragione, che ha per antecedente il prodotto 
degli antecedenti di due , o di più ragioni , e per conseguente 
il prodotto de’ Conseguenti delle stesse ragioni , aicesi composta. 

In particolare si dice duplicata quella che ha luogo tra i 
quadrati , e triplicala quella eh' esiste tra i cubi. In fatti , es- 
sendo il quadrato di una quantità il prodotto di questa per se 
stessa , ed il cubo il prodotto del quadrato per la stessa quanti- 
tà , è manifesto che la ragione composta dalle ragioni identiche 
di A a B, e di A a B sarà uguale alla ragione di AxA a BxB, 
ossia del quadrato di A al quadralo di B, e cosi della triplicata. 

Si deduce ancora che la ragione di A a B si compone dalla 
ragione di A a qualsivoglia altra quantità intermedia < 7 , e dalla 
ragione di questa stessa C a B. Imperocché la ragione che si 
compone dalle due suddette ragioni è quella di AxC a CxB, 
ossia ( n.° 95 ) quella di A a B, (*) 


(*) La teorica dello ragioni , c delle proporzioni manca nelle più cele- 
bri istituzioni moderne di Geometria , perchè appartiene propriamente 
all’ Aritmetica , o meglio all’Algebra, che considera i rapporti generali 
delle quantità. Noi ne abbiamo parlato , a solo fine di facilitare la let- 
tura di questo Catechismo alle persone, che conoscono soltanto l’Aritme- 
tica volgare. Non ostante giova sapere che alcuni non solamente si la- 
mentano di una tale mancanza nelle istituzioni geometriche , ma sosten- 
gono ancora che la teorica accennata deve poggiar tutta sopra l’oscuro 
principio degli eguimolliplici , come trovasi nel lib. V degli Elementi di 
Euclide. Mettendo da parte che siffatto libro ha dato luogo a comenli e 
dispute senza fine , e che perciò niun matematico ha avuto il coraggio di 
prenderlo a modello nella esposizione delle ragioni e proporzioni , ci li- 
miteremo a dire che il medesimo è scritto in una specie di linguaggio al- 
gebrico , perchè colle linee Euclide intendo indicare qualunque grandez- 
za ; e per conseguenza si può comprendere tutto il lib. V , senza sapere 
affatto di Geometria. Rimane quindi dimostrato che la teorica in quistione 
appartiene all’Aritmetica, ed all’Algebra. Per provare poi che una sif- 
fatta teorica può essere stabilita sopra principj diversi da quelli assunti da 
Euclide riporteremo qui appresso le definizioni della ragione date da Newton , 
e da Leibnizio , vale a dire da due fra i più grandi luminari delle ma- 
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Della misura , e del paragone delle aje de' poligoni. 

117. Misurare una grandezza significa trovare il numero delle 
volte che essa contiene una grandezza della medesima specie , 
che per convenzione si prende per unità di misura. Un tal nu« 
mero di unità convenute è la misura della grandezza; e parago- 
nando poi la grandezza misurata a quella che la misura, il detto 
numero, considerato astrattamente, esprime la ragione che passa 
tra quelle due grandezze. 

1 18. L ’ aja , o la superficie di un poligono sono vocaboli quasi 
sinonimi. Nondimeno l’ aja dinota più particolarmente la quanti- 
tà superficiale di una figura, in quanto eh’ è misurata o para- 
gonata ad altra superficie. 

119. 11 quadrato, che ha per lato 1* unità di lunghezza, è 
stato scelto per unità di supcrjìcie. Quindi 1 ’ aja di un poligono 
si può esprimere in palmi quadrali , in piedi quadrati , in can- 
ne quadrate , ecc. 

lao. Si chiamano figure equivalenti quelle che hanno aje 
uguali. Due figure di forme differentissime possono essere equi- 
valenti : così , un cerchio può essere equivalente ad un quadra- 
to, un triangolo ad un parallelogrammo, ad un pentagono, ecc. 

La denominazione di fgure uguali sarà limitata a quelle che 
sovrapposte l’una all’ altra coincidono in lutti i loro punti: tali 
sono due cerchi , di raggi uguali , due triangoli , di cui i lati 
sono respettivamente uguali , ecc. (*). 

tematiche, a fino di distruggere, s’è possibile fra noi, alcuni pregiudizj 
di antica data. 

t Per Numerum non tam multitudincm unitatum quam abstractam quan- 
» titatis cujusvis ad aliam cjusdcm generis quantitatem quse prò unitate 
» habetur rationcin intclligiinus. Estque triple! ; inleger , fraclus et sur- 

> dus. Integer quem unitas metitur , fraclus quem unilatis pars submul- 

> tiplex metitur , et surdus cui unitas est incommcnsurabilis. 

Newton Arith. Univers. pag. 2. 

* Ratio est cn omogeneorum relatio, qurn determinai quantitatem unius 
s ex quantilate alterius , sino tertio omogeneo assumpto. 

Vedi l’Arilm. di Wolfio Gap. IH. 

Queste definizioni , come si vede , sono generali , cioè abbracciano non 
solo le grandezze commensurabili , ma anche le incommensurabili ; ed 
entrambe si riducono a dire che la ragione di due grandezze omogenee 
è il quoziente che si ottiene dividendo l’una per l’altra. Ed è notabile 
che Newton non solo stabilisce che la ragione è un numero , ma la con- 
sidera ( per così dire ) come il numero per eccellenza ; dimodoché non 
possa aversi idea compiuta del numero senza diesi abbia prima idea della 
ragione. Ora la teorica delle proporzioni non è che un corollario della 
definizione della ragione ; per conseguenza si rende manifesto che Newton, 
c Leibnizio stimarono potersi stabilire la teorica accennata sopra principj 
diversi da quelli assunti da Euclide; ed in fatti Wolfio (luogo citato) dice 
espressamente che Leibnizio definì la ragione nel modo sopraddetto , perché 
trovò difettosa quella datane dal geometra Greco. 

(*) Il celebre Legendre è stato il primo ad introdurre questa distinzione 
negli Elementi di Geometria. Essa è stata adottata dai Geometri. 
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ibi. S’ intende per altezza di un parallelogrammo la per- 
pendicolare che misura la disianza di due lati opposti. Questi lati 
diconsi basi del parallelogrammo. 

i2«. L 'altezza d’un triangolo è la perpendicolare abbassata 
dal vertice d’ un angolo sul lato opposto , e questo lato appellasi 
base del triangolo. 

ia 3 . L’altezza di un trapezio è la perpendicolare che misura 
la distanza de’ suoi due lati paralleli. 

124. Prima di applicare la teorica delle ragioni , e delle pro- 
porzioni alle figure , è necessario di fare alcune osservazioni , a 
fine di stabilire il vero senso delle definizioni , e di dissipare 
ogni oscurità tanto nelle enunciazioni , quanto nelle dimostrazioni 
delle proposizioni. 

La nozione del rapporto è facile a concepirsi ne’ numeri, ma 
si potrebbe incontrare qualche difficoltà a concepirla nelle linee, 
soprattutto se queste sono incommensurabili. Ma l’ oscurità sva- 
nisce , quando si rifletta che non si possono paragonare due linee 
tra loro, se non si suppongano riferite a una comune misura, 
e che in tal caso il loro rapporto è veramente un numero , o 
una frazione, di cui i termini sono espressi dai numeri delle mi- 
sure comuni contenute in entrambe. 

Abbeuchè questa frazione non possa esprimersi esattamente nel 
caso del rapporto incommensurabile , pure essa esiste , poiché se 
ne può assegnare il valore con quell’ approssimazione che si vuo- 
le ; e due rapporti incommensurabili dovranno essere considerati 
come uguali, quando si proverà che spingendo l’approssimazione 
quanto si voglia i loro valori risultano sempre eguali. E si ri- 
fletta ancora che nelle dimostrazioni geometriche occorre soltanto 
di assicurarsi della uguaglianza di due rapporti, e non già di 
assegnare il loro preciso valore. 

Le considerazioni precedenti si possono facilmente applicare alle 
proprietà delle proporzioni. 

Quando quattro grandezze A , B, C, D sono proporzionali , in 
guisa che abbiasi A:B\’.C:D , si è dimostrato che il prodotto 
dei termini estremi AxD è uguale a quello dei medj BxC. 
Questa verità non ammette dubbio per i numeri , essa non ne 
ammette ancora per qualsivogliano grandezze, poiché se A,B,C, D 
sono linee si può imaginare che una di queste quattro linee, o 
una quinta se si vuole , serva a tutte di comune misura , e sia 
presa per unità ; allora A,B,C,D rappresentano ciascuna un certo 
numero d’ unità , intero , o fratto , commensurabile , o incom- 
mensurabile , e così la proporzione tra le lince A,B,C,D diviene 
nn a proporzione di numeri. 

Il prodotto delle linee A e D, che si chiama ancora il loro 
rettangolo , non esprime dunque altra cosa se non il numero 
delle unità lineari contenute in A, moltiplicalo pel numero delle 
unità lineari contenute in D; e si concepisce facilmente che uu 
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tal prodotto può e dev'essere uguale a quello che risulta -simil- 
mente dalle linee B e C. 

Le grandezze A e B possono essere di una specie, per esem- 
pio linee, e le grandezze C e D di un’altra specie, per esem- 
pio superficie ; allora queste grandezze si devono sempre con- 
siderare come numeri : A e B si esprimeranno in unità linea- 
ri , C e D in unità superficiali; ed il prodotto AxD sarà un 
numero come il prodotto BxC. 

In generale , in tutte le operazioni che si faranno sulle pro- 
porzioni , bisogna sempre considerare i termini di queste propor- 
zioni come altrettanti numeri , ciascuno della specie che gli con- 
viene , e non si avrà alcuna difficoltà a concepire queste opera- 
zioni , e le conseguenze , che ne risultano (*), 

PROPOSIZIONE XXXI — TEOREMA. 

12 5 . L' a ja del rettangolo ACIIE ha per misura il prodotto 
della base per l’ altezza ( Gg. 29 ). 

Dim. Supponiamo in primo luogo che l’altezza CA sia com- 
mensurabile colla base CII , e che il lato del quadrato , che 
serve qui corno unità di superficie , sia contenuto 4 - volle in AC , e 
2 volte in CH. Dividendo CA in 4 parli uguali CB,BD,DF,FA, 
e CH nelle 2 parti uguali CN,EH , poi conducendo le rette 
BP,DK,FG parallele a CH, e NM parallela ad AC , è mani- 
festo che il rettangolo ACHE sarà diviso in 8 quadrati , ciascuno 
de’ quali è uguale al quadrato unità. Perlochè resterà dimostrato 
che il prodotto delle unità lineari della base per quelle dell’al- 
tezza eguaglia il numero delle unità quadrale contenute nell’aja 
del rettangolo dato ed esprime perciò 1’ aja medesima. 

Se F altezza CA è incommensurabile colla base Cli\ dico che l’aja 
del rettangolo ACHE avrà ancora per misura il prodotto della 
base per l’altezza. In fatti, s’ è possibile, abbia per misura il 
prodotto della base CH per l’ altezza CO minore di CA. Si di- 
vida la base CH continuamente per metà finché si ottenga una 
parte CR minore di AO. Si tolga CR dall’altezza CA quante volte 
si può , resterà una parte AL minore di AO. Dal punto L si 
conduca LD parallela alla base CH , ne risulterà il rettangolo 
LCHD , di cui l’altezza CL è oorornensnrabile colla base CH , 
perchè queste due linee hanno per comune misura la linea CR. 
Per conseguenza l’aja del rettangolo LCHD avrà per misura il 
prodotto della base CH per l’altezza CL ; ina per ipotesi 1 ' aja 
del rettangolo CAHE ha per misura il prodotto della base CH 


(*) Vedi la Geometria del Lacroix pag. 35 , e quella del Legendre 
pag. 61 . 
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per l’altezza CO, dunque l’aja del rettangolo LCHD è maggiore 
dell’aja del rettangolo CADE-, il che è assurdo. Nello stesso 
modo si dimostrerà che l’ «ja del rettangolo CAHE non può avere 
per misura il prodotto della base CU per una retta maggiore 
dell’altezza CA , dunque «leve avere per misurati prodotto della 
base per l’altezza. C.D.D. (*). 

126. Scolio. Reciprocamente , qualsivoglia prodotto AxB di 
due linee A e B potrà considerarsi come la espressione dell’aja 
di un rettangolo compreso , o contenuto dalle linee medesime , 
vale a dire che abbia per base una di queste linee, e l’altra 
per altezza con l’avvertenza che ciascun fattore esprime unità li- 
neari ed il prodotto esprime unità quadrate. Spesso in vece di dire 
il rettangolo compreso , o contenuto dalle linee A e B , si suol 
dire il rettangolo della linea A nella linea B ; o più brevemente 
il rettangolo di A in B. Si avverta ancora che si chiamano di- 
mensioni del rettangolo la sua base e la sua altezza. Il medesi- 
mo nome si attribuisce alla base, ed altezza di un parallelogram- 
mo , o di un triangolo. Se dunque una delle dimensioni di un 
rettangolo è di 8 palmi , e l’ altra di 6 , l’ aja del detto rettan- 
golo sarà di 4$ palmi quadrati. 

127. Corollario I. L’aja del quadrato ha per misura il pro- 
dotto di un lato per se stesso. Quindi se A rappresenta un lato 
del quadrato , la sua aja sarà espressa da AxA , ovvero A * : ed 
ecco perchè si è chiamato quadralo il prodotto di un numero 
per se stesso. 

128. Corollario IT. Due rettangoli sono uguali, quando 
hanno òasi uguali , ed altezze uguali. Ciò è evidente. 

129. Corollario III. Due rettangoli sono equivalenti , quan- 
do hanno le basi in ragione reciproca delle altezze. 

In falli, sia A la base, e D l’altezza del primo rettangolo, 
B la base, e C l’altezza del secondo, si avrà ( n.° 101 ) 

A: B :: C: D, 

onde sarà AxD , cioè l’aja del primo rettangolo, uguale a BxC, 
che rappreseDta l’nja del secondo. 

Reciprocamente, se due rettangoli sono equivalenti, le basi 
saranno in ragione reciproca delle altezze. Perocché essendo 
AxD uguale a BxC , ne consegue ( n.° io 5 ) che deve aversi 
la proporzione 

A : B \ \ C : D. 

1 3 0. Corollario IV. Due rettangoli che hanno la stessa base 
stanno tra loro come le altezze ; ed inversamente. In fatti di- 
notando con A la base , e con B e D le altezze , il rapporto 
di AxB ad AxD è uguale a quello di B a D ( n.° g 5 ). La 
reciproca è evidente. 


(*) I principj su cui poggia la dimostrazione di questo teorema essen- 
do stati attaccati in un opuscolo anonimo contro le moderne geometrie , 
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i3i. Corollario V. Finalmente è manifesto che due rettangoli 
qualunque stanno tra loro come i prodotti delle basi per le 
altezze. 


stimiamo opportuno di faro alcune considerazioni , uon per combattere 
autori mascherati , chè non ne varrebbe la pena , ma per dilucidare un 
importante punto di scienza a profitto della nostra gioventù studiosa. 

i.° Nell’opuscolo accennato si sostiene che il rappresentare un rettan- 
golo per mezzo del prodotto del numero delle uniti lineari delle base pel 
numero delle uniti lineari dell’ altezza sia un errore, poiché (si soggiunge) 
secondo le regole dell’ Aritmetica il prodotto di uniti lineari per uniti li- 
neari non può esprimere che una linea retta , e non un rettangolo. Ma 
l’ Aritmetica non ha dato mai simili regole spropositato , perchè tutti 
sanno che in una moltiplicazione il moltiplicatore deve sempre considerarsi 
come numero astratto , onde il prodotto di due quantiti dello stesso ge- 
nere , qual è quello di due linee rette , non avrebbe alcun significato se 
non si ricorresse a considerazioni e convenzioni dipendenti dalla natura 
del soggetto ; ed ecco Come Newton esprimesi intorno a ciò : « quamvis 
s linea uteunque multiplicata non possi! evadere superficies , ndcoque 
i luce superliciei e lineis gcneratio longe alia sit a multiplicationc , in 
» hoc tameu conveniunt , quod numerus unitatum in alterutra lutea mul- 
i liplicatus per numerum unitatum in altera jrroducal abstractum nu- 
» merum unitatum in superfìcie lineis istis comprehensa , si modo unitas 
1 superficialis deliniatur , ut solet , quadratum cujus latcra sunt unitates 
> linearcs. Qucmadmodum si recta Ali constet quatnor unitatibus et AC 
» tribus, tum rectangulum BC constabit quatcr tribus seu duodccim uni- 
» tatibus quadratis , ut iuspicienti schema patebit (Arith. Univ. p. 4): 
Dunque secondo Newton , c la ragione , qualunque sia la linea presa per 
unità di misura lineare , purché si prenda per unità di superficie il qua- 
drato fatto sopra la linea medesima , il numero delle unità lineari con- 
tenute nella base di un rettangolo moltiplicato pel numero delle unità 
lineari contenute nell’ altezza esprime non già una retta , come si affer- 
ma nell’opuscolo, ma bensì un numero astratto che dinota il rapporto 
dell’ aja del rettangolo a quella del quadrato unità , vale a dire rappre- 
senta la misura del rettangolo medesimo. E che altro vuol dire Euclide 
allorché nella prop. z3 lib. 0 dimostra che i parallelogrammi equiangoli 
sono in ragion composta de’ lati,. se si prende per conseguente il rombo 
che ha per lato l’ unità lineare ? E forse la ragion composta altro che 
un numero astratto? Che so dopo tutto ciò gli autori, o l’autore dell’opu- 
scolo non arrivano a comprendere perchè il Legcndrc dica che il pro- 
dotto delle lince A,B non sia altro che il numero delle unità lineari 
contenute in A moltiplicato pel numero delle unità lineari contenute in 
B , ne domandi ragione a Newton , ad Euclide , e non già ni moderni 
scrittori d’ istituzioni geometriche , i quali non hau fatto che seguire i 
dettami di quei sommi geometri , o per dir meglio quelli della ragione. 
Si può dunque conchiuderc che quanto nel testo abbiamo detto intorno al 
prodotto di due linee trovasi al coperto di qualunque obbiezione , per cui 
passeremo ad una seconda considerazione. 

a.» La distinzione delle grandezze in commensurabili ed incommensu- 
rabili , e propriamente il principio adottato qui sopra , onde dimostrare 
per assurdo il teorema nel caso dell’ incommensurabilità , e del quale si fa 
un uso mirabile in molte proposizioni analoghe della moderna geometria, 
offre all'autore dell’opuscolo summentovato un altro soggetto di censura. 
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Una (alo proposiziono si enuncia talvolta dicendo : due rettan- 
goli stanno tra loro in ragione composta dalla ragione delle 


Applicando , per esempio , il suo ragionamento alla nostra figura , egli 
dice : come si farà a prendere di CH una particella CR minore di AO 
che potrebbe ancora supporsi un infinitesimo dell’ ordine ni ( 11 ! ). Ed 
in che maniera si farà ad ottenere quel residuo AL? Ma in primo luo- 
go come c’entrano qui gl’ infinitesimi , se lo differenza AO è, e deve 
considerarsi una quantità assegnabile per quanto piccola si veglia sup- 
porr? ? E poi chi non sa che un infinitesimo anche del semplice primo 
ordine c al di sotto di qualunque quantità data, c che due quantità debbo- 
no considerarsi uguali allorché la loro differenza è infinitesima ? Laonde 
il dire che due quantità differiscono per un infinitesimo equivale ad affer- 
mare la loro uguaglianza ; e lutto ciò deriva immediatamente dalla defi- 
nizione delle quantità infinitesime, i Finita: enim quanlitalcs , dice Bo- 
i scovich , sunt cse , qua: in se determinala; sunl : infinita; parva; quan- 
J tilates sunt ose, qua; concipiunlur rninui ad arbitrium ultra quoscunque 
i limitcs in se determinatos. Porro contomptus quantitatum infinitosimarum 
J in comparationc quantitatum finitarum nullum crrorem parere potcst 
1 ne infinitcsimum quidem. Nani si illa: finita: quuntitales essent ina-qua- 
» les , haherent differentiam aliquam in se determinatam , etc. ( Elem. 

> Malli. T. i p. i G i ) ». 

L’errore dell’anonimo censore sta dunque nel credere che l’ infinitesi- 
mo non consista in altro che in una quantità piccolissima ; c per conse- 
guenza la critica fatta al Lcgendre , e ad altri autori di Elementi geo- 
metrici nel caso della incommensurabilità si risolve in un accusa contro 
i principj fondamentali dell'analisi infinitesimale. Ma ciò eh’ è più sor- 
prendente , il nostro anonimo non si avvede che la sua inconcepibile dif- 
ficoltà attacca puramente, c semplicemente la stessa geometria degli anti- 
chi , che tanto esalta a spese' de’ moderni! Infatti, Archimede dimostra 
che il cerchio è uguale ad un triangolo rettangolo , di cui la base ugua- 
glia la circonferenza , e 1’ altezza il raggio ; e la dimostrazione riducesi 
a dire che se tra il cerchio , ed il triangolo si supponga esistere una dif- 
ferenza , siffatta supposizione condurrebbe ad un assurdo , clic quel som- 
mo Geometra rende mapifesto con iscrivere e circoscrivere un poligono 
regolare che differisca dal cerchio di una quantità minore della diffe- 
renza accennata. Ora questo stupendo gioiello dell’ antica geometria per- 
derebbe tutto il suo splendore se si dovesse stare ai dettami dell’autore 
dell’opuscolo, poiché la differenza, di cui è parola, potrebbe supporsi 
un infinitesimo dell' ordine n , ed indi si potrebbe domandare come Ar- 
chimede farà a descrivere un poligono che differisca dal cerchio di una 
quantità minore di un infinitesimo dell’ordine ni Nè vale il dire che il 
caso della misura del cerchio è diverso da quello della misura del rettan- 
golo. Imperocché, nell’ipotesi della incommensurabilità si è. detto qui so- 
pra che se il rettangolo ACHE non aveva per misura il prodotto della 
base CH per l’altezza Cl, avrebbe dovuto avere per misura il prodotto 
della base CH per una linea CO . che si c supposta minore di CA, os- 
sia si è supposto che CO differiva da CA per una quantità data AO ; indi 
si è dimostrato l’ assurdo di questa supposizione con togliere CH da CA 
tante volte quante si può , ossia con trovare una linea CL che differiva 
da Ci per una quantità AL minore della differenza data AO. E non è 
questo lo stesso stessissimo procedimento di Archimede ? Solamente nel caso 
del rettangolo il ragionamento si fa sulle linee rette, cd in quello del 
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basi, e dalla ragione delle altezze. Ciò si comprende facilmente 
dopo quanto si c detto ( n.° 116 ) intorno alla ragione composta. 


cerchio sulle superficie , ma il metodo è sempre lo stesso , cioè quello di 
esaustione , applicato al caso più semplice di misura superficiale. Che se 
qualcuno si rifiutasse all’evidenza delle nostre ragioni, legga e mcditiil 
seguente passaggio del sullodato illustre Geometra Boscovieh , e vedrà se 
il metodo di esaustione abbia un andamento diverso da quello da noi se- 
guito nel dare la misura del rettangolo. 

t Vcteros multo longiore ambitu utebantur adhibentcs methodum , quam 
j exhauslionum vocnnt. Concludcbant singulas e binis quantilatibus com- 
* parandis inter alias binas ad se invieem aeccdentes magis , quam prò 
i tjuavis data differentia , ac demonstrubant mqualitatcm quantitatum con- 
) eludentium intcr se , tum inferebant propositaruin mqualitatcm pariter 
j inter se, reducendo sempcr demonstrationem ad absurdum. 

Dunque pel caso della incommensurabilità i moderni geometri adope- 
rano gli stessi principj rigorosi degli antichi ; e però 1’ accusa latta ai 
primi dall’autore dell’ opuscolo , cioè di aver introdotto gl’ infinitesimi negli 
clementi di Geometria , andrebbe a colpire anche i secondi ! Infatti chi non 
sa che il divino Archimede ha fallo uso del metodo di esaustione non solo 
nella misura del cerchio , ma ancora ne’ libri della sfera e del cilindro , 
ed in tutti gli altri mirabili suoi ritrovati ? E che diremo del saggio Eu- 
clide , il quale anche prima di Archimede aveva dimostrato collo stesso 
metodo che i cerchi stanno come i quadrati de’ diametri , che il cono è la 
terza parte del cilindro della stessa base e della stessa altezza , che le pi- 
ramidi triangolari equialtc stanno fra loro come le basi, ccc..? E da ciò 
non ne consegue evidentemente che 1’ accusa sovracennata distruggerebbe 
non solo i teoremi di Archimede , ma ancora la Geometria solida di Eu- 
clide ? (IH). 

3.» Finalmente rimangono ad esaminarsi le altre due difficoltà, delle 
quali si è fatta menzione nel principio di questa nota , c che sono dirette 
contro la Geometria del Legendrc come il prototipo de’ novatori moderni. 
Diciamo dunque che la prima difficoltà si riduce a negare al Legendre , 
cd a noi che ci troviamo nello stesso caso , che dividendosi una retta data 
continuamente per metà si possa giugncrc ad un residuo minore di qual- 
sivoglia retta data ; ossia si riduce a negare la prop. i lib. io di Eu- 
clide , che al dire dell’ illustre Brunacci è così evidente che può prendersi 
per assioma. 

In quanto poi alla seconda difficoltà , essa non colpisce affatto il Legen- 
drc , ma colpisce noi soli: ed è cosa curiosissima clic si faccia un ac- 
cusa ad un autor classico senza averlo compreso , c che poi questa accusa 
vada a ferire un autore non ancora nato 1 àia noi benché accusali prima 
di nascere ci discolperemo facilmente. Infatti a che riduccsi la difficoltà 
dell’anonimo? A quella di non poter concepire come essendo date due lince 
rette disuguali CÀ,CR , si possa togliere la minore CIt dalla maggiore CA 
tante volte quante si può, o in altri termini si riduce a negare il nostro 
postulato 4 ° ? eh’ è la prop. 3 lib. i di Euclide 1 1 1 In conclusione le dif- 
ficoltà dell’ autore dell’ opuscolo conducono alle seguenti conseguenze : si 
dovrebbero proscrivere le misure dagli clementi di Geometria , c di più si 
dovrebbe dare a queste un significato che non si accenna , ma diverso 
sicuramente da quello ammesso da tutti i geometri , dapoichè nell’ opuscolo 
si dissapprova ciò che ha detto il Legendrc , e per conseguenza Newton, 
ed Euclide , come abbiamo veduto più sopra. 
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Supponendo dunque che si abbiano due rettangoli A e B , e che 
il primo abbia la base di 3 unità , e l’ altezza di io , mentre la base 
del secondo è di 12 l’unità, e altezza di 7, si avrà A : B\ ;3o : 84.. 
Ora, se in vece dell’unità quadrata stabilita di sopra, si conve- 
nisse di prendere il rettangolo A per unità di misura delle super- 
ficie , c evidente che la misura del rettangolo B sarebbe espressa 
da Yo di quella unità superficiale. 

PHOPOSIZIONE XXXII — TEOREMA. 

i3a. L’ aj a di un parallelogrammo ha per misura il prodotto 
della sua base per la sua altezza ( fig. 3o ). 

Dim. Sia il parallelogrammo ABCD ; dico che la sua aja ha per , 
misura il prodotto della base AB per l’altezza DE. 

Si cali la perpendicolare CF sul prolungamento della base, ne 
risulterà il triangolo CBF , che sarà uguale al triangolo ADE. 
In fatti , il lato AD è uguale al lato BC per la proprietà del 
parallelogrammo , l’ angolo AED è uguale all' angolo BFG per- 
chè retti , l’ angolo CBF è uguale all’ angolo DAE in virtù delle 
parallele AD,BC , dunque sarà il terzo angolo ADE uguale al 
terzo angolo BCF; e però (n.° 54) saranno uguali i due trian- 
goli ADE, BCF. Si aggiunga di comune il quadrilatero EBCD , 
risulterà il parallelogrammo ABCD equivalente al rettangolo EDCF, 
che ha la stessa base DC , c la stessa altezza DE-, c quindi la 
proposizione enunciata rimane dimostrata. C.D.D. 

i33. Scolio. E evidente che i corollarj III, IV, e V della 
proposizione precedente possono applicarsi ai parallelogrammi ; e 
che due parallelogrammi sono equivalenti quando hanno la 
stessa base , e la stessa altezza.. 

PROPOSIZIONE XXXIII TEOREMA. 

1 34* L' aja di un triangolo ha per misura il prodotto della 
sua base per la metà della sua altezza (fig. 3i ). 

Dim. Sia il triangolo ABC ; dico che la sua aja si misura mol- 
tiplicando la base BC per la metà dell’altezza AD. 


In secondo luogo si dovrebbe ammettere che i teoremi di Archimede , 
cioè la parte più meravigliosa dell’ antica geometria , e quelli della geo- 
metria solida ai Euctidc sono dimostrati con gl’ infinitesimi. 

Finalmente si dovrebbero negare due proposizioni di Euclide, che sono 
in sostanza due assiomi , o due postulati se cosi si voglia ! 

In vista di queste conseguenze , non era miglior consiglio scrivere a 
dirittura contro la certezza della Geometria , come fecero Scaligero , ed 
Ilobbes ? 
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Dal punto A si conduca AE parallela a BC , e dal punto C 
la retta CE parallela ad AB. La figura AB CE sarà un paralle- 
logrammo , eh’ è diviso dalla diagonale AC in due parti uguali ; 
c però il triangolo ABC avrà per misura il prodotto della base 
BC per la metà dell’altezza AD. C.D.D. 

i35. Scolio. Tutto ciò che precedentemente abbiamo osservato 
intorno ai parallelogrammi , ha manifestamente ancora luogo per 
i triangoli. 


PROPOSIZIONE XXXIV — TEOREMA. 

i36. L’afa del trapezio ABCD ha ver misura il prodotto 
dell' altezza AF per la retta GE , che congiunge i punti di 
mezzo de’ lati non paralleli ( fig. 3a ) . 

Dim. Imperciocché si conducano dai punti G , cd E le per- 
pendicolari KP,III ai lati paralleli AB,DC. I due triangoli EJC, 
E B II sono uguali , dapoichè il lato BE=EC , gli angoli IEC.BEII 
sono uguali come verticali, e gli angoli I CE, E BII sono uguali 
come alterni rispetto alle parallele DC,AH. Nello stesso modo 
si dimostrerà che il triangolo DGP è uguale al triangolo AGK. 
Quindi il trapezio ABCD sarà equivalente al rettangolo KP1II. 
Ora essendo KP=III , KG metà di KP, e HE metà di HI , ne 
risulta essere GE uguale e parallela a PI ; e per Conseguenza 
1’ aja del trapezio ABCD avrà per misura il prodotto di AF per 
GE. C.D.D. % 

t'hq. Scolio. E facile vedere che GE è uguale alla semi-somma 
de’ lati paralleli AB, CD , poiché essendo, per ciò che si è dimo- 
strato , DP-\-lC=-KA-\-BII, si avrà DC-i-AB—Pt-^-KII—iGE ; 
in conseguenza « 1’ aja del trapezio ha ancora per misura il pro- 
n dotto dell’ altezza per la semi-somma de' lati paralleli. 

PROPOSIZIONE XXXV PROBLEMA. 

i38. Trasformare un poligono in un triangolo equivalente 
(fig. 33). 

Soluzione. Sia ABCDE il poligono dato. Si conduca la dia- 
gonale CE, ed a questa la parallela DF , che incontri il lato 
AE prolungato in F , indi si tiri la retta CF. I due triangoli 
ECD,CEF sono equivalenti, perchè hanno la medesima base CE, 
e la medesima altezza , essendo racchiusi fra le stesse parallele 
CE,DF. Se dunque al triangolo E CD si sostituisce il triango- 
lo CEF , il poligono ABCDE verrà trasformato nel poligono 
equivalente ABCF , che ha un lato di meno. Applicando a que- 
sto poligono la costruzione precedente si avrà un triangolo equi- 
valente al poligono proposto. E evidente che la stessa costruzione 
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può condurre a trasformare un poligono di un numero qualunque 
di lati in un triangolo equivalente. 

139. Scolio. Si vede ora non solo la possibilità di misurare 
l’ aja di un poligono di qualsivoglia numero di lati , ma ancora 
di paragonare tra loro le aje di due poligoni qualunque. 

Delle linee rette proporzionali. 

PROPOSIZIONE XXXVI — TEOREMA. 

1 4 0. Se nel triangolo ABC si conduca la retta DE parallela 
al lato AC , gli altri due lati saranno divisi in parti propor- 
zionali ( fig. 34 ). 

Dim. Nel quadrilatero AEDCs'i conducano le diagonali AD, CE. 

I triangoli ADE ,CED sono equivalenti, perchè hanno la stessa 
base ED, e la stessa altezza, essendo compresi fra le medesime 
parallele AC, DE ; per conseguenza il triangolo BED avrà una 
uguale ragione ai due triangoli AED,EDC ( n.° 96 ) , vale a 
dire sarà 

BED : AED \ ; BED : CED. 

Ma la prima ragione è uguale a quella di BE ad E A , perchè 
i due triangoli BED, AED hanno la stessa altezza , e la seconda 
uguaglia quella di BD a DC, avendo i triangoli BED, CED an- 
che la stessa altezza , dunque 

BE : E A ; I BD : DC , ossia 

i lati AB,BC sono divisi in parli proporzionali. C.D.D. 

1 4 1. Corollario. Da questa proporzione si deduce componen- 
do ( n.° no ) 

i.° BE-{-EA:EA\ '.BD-^-DC-.DC, cioè BA.EA\\BC:DC ; 
2. 0 BE-+-EA : BE: :BD-±-DC\ BD, ossia BA-. BE'. '.BC-.BD-, 

PROPOSIZIONE XXXVII — TEOREMA. 

i43. Se i lati BA,BC sono divisi in parti proporzionali da 
una retta DE, questa sarà parallela al terzo lato AC ( fig. 34 )• 

Dim. Essendo per ipotesi BE : EA\\BD \ DC , sarà il trian- 
golo BED al triangolo AED come lo stesso triangolo BED al 
triangolo CED , vale a dire si avrà 

BED : AED \ : BED : CED. 

Perlochè essendo in questa proporzione uguali gli antecedenti , 
saranno ancora uguali i conseguenti ; e perciò il triangolo AED 
sarà equivalente al triangolo CED. Ma questi due triangoli hanno 
la stessa base DE , dunque dovranno avere la stessa altezza , o 
che vale lo stesso, sarà DE parallela ad AC. C.D.D. 
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PROPOSIZIONE XXXVIII — TEOREMA, 

43. Se tra due rette CB,EG si conducano quante parallele 
si vogliano CE,DF,BG, (fucile rette saranno divise in parti pro- 
porzionali ( fig. 35 ) . 

Dim. Se le due rette date CB,EG sono parallele , la propo- 
sizione enunciata è evidente , poiché in (al caso le parti CD, DB 
saranno respetlivamente uguali alle parli EF,FG. Se poi non 
sono parallele, si prolunghino finché s’incontrino nel punto A. 

Nel triangolo ADF essendo CE parallela a DF , sarà la ra- 
gione di AD ad AF uguale a quella di CD ad EF ( n.° 4i ). 
Parimente nel triangolo ABG essendo DF parallela a BG, sarà 
la ragione di AD ad AF uguale a quella di DB a FG. Ma due 
ragioni uguali a una terza sono uguali tra loro , dunque si avrà 
CD : E F\ \ DB : FG , c permutando 
CD: DB\\EF: FG. C.D.D. 

PROPOSIZIONE XXXIX TEOREMA. 

44. Za retta BD che divide in due parti uguali t angolo 
CBA d' un triangolo , dividerà il lato opposto AG in due seg- 
menti proporzionali ai lati adiacenti ( fig. 36 ) . 

Dim. Pel punto C si conduca la retta CE parallela a BD, e 
si prolunghi il lato AB finché incontri la parallela medesima. 

Considerando le due parallele rispetto alla secante AE , sarà 
l’angolo ABD uguale all’angolo BEC ( n.° 48 ); rispetto poi 
alla secante BC sarà l’ angolo CBD uguale all* angolo BCE 
(n.°48). Ma per ipotesi l’angolo ABD è uguale all’angolo 
CBD , dunque ancora l’angolo BEC sarà, uguale all’angolo BCE-, 
c però sarà il lato BE=BC (n.° 70). Ora nel triangolo ACE 
si ha la proporzione AD : DC ! AB : BE ; dunque , mettendo BC 
in luogo di BE , si avrà AD : DC\\ AB-: BC. C.D.D. 

PROPOSIZIONE XL — PROBLEMA. 

i45. Trovare la quarta proporzionale a tre rette date ( fig. 37) 

Soluzione. Si tirino due rette indefinite , che facciano un an- 
golo qualunque CAE. -Si prenda AB uguale alla prima retta 
data ; BE alla seconda , AD alla terza ; indi si congiunga BD , 
e dal punto E si conduca EC parallela a BD-, sarà DC la quarta 
proporzionale richiesta. Infatti , si avrà 

AB : BE ; I AD : DC. 

46. Corollario I. La terza proporzionale a due rette date si 
trova colla stessa costruzione , cioè prendendo AB uguale alla 
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prima retta , BE alla seconda , ed AD uguale alla stessa secon- 
da , sarà allora DC la terza proporzionale cercata. 

147 . Corollario II. Parimente se si dovesse dividere AB ( fig. 38 ) 
in un dato numero di parti uguali , per esempio , in tre parti , 
basterebbe prendere sulla retta indefinita AH le tre parti uguali 
AE,EF,FG ad arbitrio, congiungere BG , e condurre a questa 
le parallele DF,CE. È evidente ( n.° i43 ) che la retta AB sarà 
divisa nelle tre parti uguali AC, CD, DB. 

Colla stessa costruzione si potrebbe dividere una retta data in 
parti proporzionali a più linee date. Così volendosi dividere AB 
in parti proporzionali a tre linee date , si prenderanno sulla retta 
indefìuita AH tre parti AE,EF,FG respetlivamente uguali alle 
tre linee date, e si condurranno le rette BG,DF ,CE come sopra. 

De' triangoli simili. 

PROPOSIZIONE IN — TEOREMA. 

148. Se nel triangolo ABC si conduca la retta DE parallela 
al lato AC , il triangolo EBD sarà equiangolo al triangolo 
ABC , e saranno proporzionali i lati adiacenti agli angoli 
uguali ( Cg. 39 ). 

Dim. Dal punto E si tiri EF parallela a BC. In virtù delle 
parallele ED, AC, l’angolo BED'e uguale all’angolo BAC (n.°48); 
è poi 1’ angolo B comune , dunque il triangolo EBD è equian- 
golo al triangolo ABC. Inoltre, essendo EF parallela a BC si ha 
AC : FC ; ; AB : BE ; ; BC : BD ; ma FC=ED , perchè la fi- 
gura FCDE è un parallelogrammo , dunque mettendo ED in 
luogo di FC, sarà 

AC : ED : ; AB : BE : : BC : BD. C.D.D. 

i4g- Scolio I. Ne’ triangoli equiangoli i lati adiacenti agli an- 
goli uguali sono stati chiamati lati omologhi , e quelli stessi an- 
goli si sono detti angoli omologhi (*). Cosi , il lato AB è omo- 
logo a BE,BC a BD,AC ad ED. 

100 . Scolio II. Immaginiamo che il lato AC si muova paral- 
lelamente a se stesso verso il punto B , il triangolo ABC andrà 
impicciolendosi sempre più , ma conserverà evidentemente sem- 
pre la stessa forma , e non varierà che nella sola grandezza . 
Ora, nel linguaggio comune si dice che due oggetti sono simili , 
quando la forma è in ambedue la stessa , ed essi non sono differenti 
che nella grandezza ; da ciò è derivalo che volendosi serbare una 
certa analogia colla comune maniera di parlare « si sono chia- 
3 mali simili due triangoli , allorché hanno gli angoli uguali 
» ciascuno a ciascuno , ed i lati omologhi proporzionali ». 


(*) Omologo è parola Greca , che significa simile ragione. 
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Da questa definizione si deduce ebe due triangoli uguali sono 
sempre simili, ma non viceversa , vale a dire che due triangoli 
simili possono essere assai disuguali. 

PROPOSIZIONE XEII TEOREMA. 

i5i. Nei triangoli equiangoli i lati omologhi sono propor- 
zionali ( fig. 4° )■ 

Dim. Ne’ triangoli ABC, FGH sia. l’angolo B=G,A—F, C—H ; 
dico che AB -.FG: :AC: FU] [BC : GH. 

Sul lato BA supposto maggiore di GF si prenda BE— GF , 
e si tiri ED parallela ad AC. Da questa costruzione risulta 
che l’ angolo BED è uguale all’ angolo BAC : ma per ipotesi 
l’angolo BAC è uguali all’angolo GFH , dunque sarà l’ango* 
lo BED uguMe all’angolo GFH , ed il triangolo EBD uguale 
al triangolo FGH ( n.° 54 ). Ora ne’ triangoli EBD, ABC i lati 
omologhi sono proporzionali (n.° 149) , dunque lo saranno ancora 
ne’ triangoli ABC, FGH. C.D.D. 


PROPOSIZIONE ZLIII — TEOREMA. 

i5a. Se due triargoli hanno i lati proporzionali , saranno 
equiangoli (fig. 4® )• 

Dim. Ne’ triangoli ABC, FGH sìa AB:FG ; ‘.AC: FH\ '.BC:GH; 
dico che sarà l’angolo B=:G , A—F , C=H. 

Si prenda BE—FG , e si conduca ED parallela ad AC. Si 
avrà la proporzione AB : BE ; ; BC : BD ; ma per ipotesi si ha 
pure AB : FG ; ! BC : GH , e per costruzione BE—FG , dun- 
que sarà BD=GH ( n.° io3 ). Nello stesso modo si dimostrerà 
che DE—FH, onde sarà il triangolo EBD uguale al triango- 
lo FGH. Ma il triangolo EBD è equiangolo al triangolo ABC 
( n.° 148 ) , dunque lo sarà ancora il triangolo FGH. C.D.D. 

PROPOSTONE ItlV — TEOREMA. 

i53. Due triangoli sono equiangoli , quando hanno un an- 
golo uguale compreso fra lati proporzionali ( fig. 4° )• 

Dim. Sia l’angolo B—G , e sia BA : FG [ BC : GH ; dico 
che il triangolo ABC è equiangolo al triangolo FGH , ovvero 
che 1’ angolo A=F , e l’ angolo C=H. 

Si prenda BE=FG, e si tiri ED parallela ad AC. Si avrà 
la proporzione AB : BE ; ; BC : BD ; ma per ipotesi è pu- 
re AB: FG il BC : GH , e per costruzione BE=FG , dunque 
sarà BD=GH ( n.° io3 ) , ed il triangolo EBD uguale al trian- 
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f »!o /’G/J , ondo sarà 1* angolo A=; F , e l’ angolo C= H 
n.° i48). C.D.D. 

PROPOSIZIONE XIV — TEOREMA 

|54. />uo triangoli sono equiangoli , allorché hanno i lati 
paralleli ciascuno a ciascuno ( fig. 4 1 )• 

Dim, Ne’ triangoli ABC,DEF sia il Iato AB parallelo a DE, A C 
a DF , e BC ad EF; dico che sarà l’angolo A=D,B—E,C=F. 
In fatti , si prolunghi il lato FE finché incontri in II il lato AB\ 
Indi si prolunghino i lati BA,FD fino a che s’ incontrino nel 
punto G. 

In virtù delle parallele DE, GII l’angolo DEF è uguale all’an- 
golo GHF , e però uguale all’angolo ABC , perchè II F è pa- 
rallela a BC. Parimente l’angolo EDF è uguale all’angolo FGH , 
il quale è uguale all’angolo BAC in virtù delle parallele AC,GF. 
Dunque l’angolo EDF è uguale all’angole BAC , e per conse- 
guenza il triangolo ABC è equiangolo al triangolo EDF. C.D.D. 

PROPOSIZIONE XLVI — TEOREMA. 

i55. Due triangoli sono equiangoli , allorché hanno i lati 
respettivamente perpendicolari ( fig. 4® )• 

Dim. Ne’ triangoli ABC, EDF sia il lato DE perpendicolare 
ad AB , il lato FD ad AC, ed il lato EF a BC ; dico che sa- 
rà l’angolo A—D, B=E, C—F. 

Nel quadrilatero AIDH la somma dei quattro angoli equivale 
a quattro retti ( n.° 8a ) ; ma gli angoli DHA,DIA sono retti , 
dunque la somma de’ due rimanenti HAI,HDI è uguale a due 
retti. Ora la somma degli angoli adiacenti HDI,FDI è pure 
uguale a due retti , se dunque si tolga il comune angolo UDÌ , 
resterà l’angolo FDE uguale all’angolo BAC. Nello stesso modo 
si dimostra che l’angolo E—B, e l’angolo F—C. C.D.D. 

i56. Scolio I. I triangoli ABC, EDF potrebbero trovarsi in 
una situazione diversa da quella supposta nella figura; ma anche 
in tal caso 1’ uguaglianza degli angoli respeltivi si dimostrerebbe sia 
colla considerazione di quadrilateri come AI DII , di cui due an- 
goli sono retti , sia col paragone di due triangoli , che oltre al- 
l’ avere angoli verticali hanno ciascuno un angolo retto. 

157, Scolio II. Dalle cinque proposizioni precedenti si può 
concludere che due triangoli soìio simili : 1 .° quando hanno due 
angoli uguali ciascuno a ciascuno ; 2. 0 quando hanno i lati 
proporzionali ; 3.° quando hanno un angolo uguale compreso 
tra due lati proporzionali ; 4-° quando hanno i lati paralleli ; 
5.° quando hanno i lati perpendicolari ciascuna a ciascuno. 
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1 58 . Scotìo III. Merita ancora di essere osservato che nei 
triangoli simili i lati omologhi sono sempre opposti agli angoli 
uguali. Dunque avrebbero potuto definirsi i lati omologhi dicen- 
do esser quelli clic ne’ triangoli equiangoli sono opposti agli an- 
goli uguali. Ma questa definizione non avrebbe potuto applicarsi 
ai poligoni equiangoli tra loro di qualunque numero di lati 5 
ne’ quali i lati non si oppongono agli angoli , c nulladimeno si 
considerano ancora i iati omologhi , cioè i lati adiacenti agli an- 
goli uguali delle due figure. 

PROPOSIZIONE XLVII — TEOREMA* 

159. Nel triangolo rettangolo BAC se dal vertice A dell'an- 
golo retto si abbassa la perpendicolare AD sopra /’ ipotenusa , 
t triangoli ADB,ADC saranno simili tra loro , ed a tutto il 
triangolo BAC ( fig. 43 ). 

Dim. Imperocché essendo l’angolo retto BAC uguale all’an- 
golo retto BDA , e l’angolo B comune, sarà il triangolo ABD 
simile al triangolo BAC ( n.° i ì>7 ). Nello stesso modo si dimo- 
stra che il triangolo ACD è simile al triangolo BAC ; dunque i 
tre triangoli sono simili tra loro. C.D.D. 

160. Corollario 1 . Paragonando ciascun triangolo parziale al 
totale, ne risultano le due proporzioni BC : AB'.’.AB : BD , 
c BC : AC’.'.AC : CD , vale a dire e un cateto è medio propor- 
li zionale tra l’ ipotenusa, ed il segmento adiacente. 

161 . Corollario II. Paragonando tra loro i due triangoli par- 
ziali si avrà 

BD : DA \ \ DA : DC. cioè 

c la perpendicolare è media proporzionale tra i due segmenti 
s dell’ ipotenusa. 

proposizione xlviii — teorema. 

162. I triangoli simili stanno tra loro come i quadrati dei 
tati omologhi ( fig. 4o )• 

Dim. Sieno i due triangoli simili ABC , FGH. Si prenda 
BE=GF , si tirino la ED parallela ad AC , c le diagonali AD,EC 
nel quadrilatero EDCA. 

Il triangolo DEB sta al triangolo CEB come la base BD alla 
base BC , poiché hanno la stessa altezza. Parimente si dimostra 
che il triangolo CEB sta al triangolo ABC come BE a BA , 
ovvero come BD a BC. Ora , di tre grandezze BED>BEC,ABC 
la ragiono della prima BED alla terza BAC è composta dalle 
ragioni della prima alla seconda e della seconda alla terza, dun- 
que è composta dalla ragione di BD a BC , o dalla stessa ragio- 
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ne di BD a BC( n.° 116 ,) ; per conseguenza sarà il triangolo DEB 
al triangolo ABC come il quadrato di BD al quadrato di BC 
( n.° 116 ) , o che vale lo stesso, come il quadrato di BE al 
quadrato di BA , e come il quadrato di AC al quadralo di ED. 
Ma il triangolo DEB è uguale al triangolo FGH (n.° i5i ) , 
dunque i triangoli simili stanno tra loro come i quadrati de’ lati 
omologhi. C.D.D. 

Dei poligoni simili. 

163. Ne’triangoli simili l’uguaglianza degli angoli è una con- 
seguenza della proporzionalità de’ lati , e viceversa , per cui una 
di queste condizioni è sufficiente a stabilire la similitudine de’trian- 
goli. Un tale legame cessa di esistere ne’ poligoni simili d’un 
maggior numero di lati , dapoichè in queste figure si può alte- 
rare la proporzionalità de’ lati senza cangiare gli angoli , o pure 
si possono alterare gli angoli , senza mutare i lati. Da ciò ne 
risulta che la proporzionalità de’ lati non può essere una conse- 
guenza dell’ eguaglianza degli angoli , nò reciprocamente. Infat- 
ti , supponiamo che i poligoni ABCDE,FGHLO ( fig. 44 ) ab- 
biano gli angoli uguali ciascuno a ciascuno , ed i lati adiacenti 
agli angoli uguali proporzionali , è facile vedere che se da un 
punto preso nel lato AE si tiri una retta parallela al lato ED, 
il nuovo poligono , che ne risulta , sarà pure equiangolo al po- 
ligono FGHLO , come lo è il poligono ABCDE , ma i lati adia- 
centi agli angoli uguali cesseranno di essere proporzionali. Per 
queste considerazioni si è stabilito che « Due poligoni si dicono 
i simili , allorché hanno gli angoli uguali ciascuno a ciascuno , 
j ed i lati omologhi proporzionali ». 

PROPOSIZIONE AL IX TEOREMA. 

164. Due poligoni simili possono dividersi nello stesso nu- 
mero di triangoli simili respetlivamente , e similmente situati 

( %• 44 )- 

Dim. Dai vertici degli angoli omologhi A,F si conducano le 
diagonali AC,AD,FH,FL. Per la simigliaaza de’ poligoni è l’an- 
golo B—G, ed i lati AB.BC sono proporzionali ai lati FG,GH\ 
e però il triangolo ABC è simile al triangolo FGH , onde si ha 
l’angolo BCA uguale all’angolo GHF. Parimente l’angolo BCD 
è uguale all’ angolo GHL ; se dunque si tolga dal primo l’ an- 
golo BCA, e di 1 secondo l’angolo GHF, resterà l’angolo ACD 
uguale all’angolo FHL. Inoltre essendo BC: GH'.'.AC : FH, e 
BC : GH\\CD:HL, ne risulta che il triangolo ACD èjsimile 
al triangolo FHL. Nello stesso modo si dimostrerà che il trian- 
golo ADE è simile al triangolo FLO , e così in progresso, se 
vi fossero altri triangoli. C.D.D. 
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1 65 . Scolio. Dietro a ciò che precede sarà facile dimostrare 
la proposizione inversa , cioè i Due poligoni sono simili , allor- 
* che sono divisi nello stesso numero di triangoli simili respetti- 
» vamente, e similmente situati ». In fatti, essendo simili i trian- 
goli , saranno i poligoni equiangoli tra loro, ed i lati omologhi 
saranno proporzionali. 

PROPOSIZIONE L — TEOREMA. 

166. I poligoni simili stanno tra loro come i quadrati dei 
lati omologhi ( fig. 44 ) • 

Dim. Il triangolo ABC sta al triangolo FGH come il quadrato 
di AC al quadrato di FH ( n.° i(>2 ). Parimente il triangolo ACD 
sta al triangolo FHL come lo stesso quadrato di AC al quadrato 
di FH , dunque sarà il triangolo ABC al triangolo FGH come 
il triangolo ACD al triangolo FHL. Nello stesso modo si dimo- 
strerà che il triangolo ACD sta al triangolo FHL come il trian- 
golo ADE al triangolo FLO. Ma quando si hanno più ragioni 
uguali la somma degli antecedenti sta a quella de’ conseguenti 
come un antecedente qualunque al suo conseguente ( n.° n 3 ), 
dunque il poligono ABCDE sta al poligono FGHLO come il 
triangolo ABC al triangolo FGH, ossia come il quadrato di AB 
al quadrato di FG. C.D.D. 

167. Scolio. Essendo AB : FG] ]BC : GH] 1 CD : HL , ecc. , 
sarà la somma degli antecedenti , ossia il perimetro del primo 
poligono, alla somma de’ conseguenti , cioè il perimetro del se- 
condo poligono come AB a FG , onde si conclude che « i pe- 
li rimetri de’ poligoni simili stanno tra loro come i lati omologhi. 

PROPOSIZIONE II PROBLEMA . 

168. Sopra una retta data descrivere un poligono simile a 
un poligono dato ( fig. 44 )• 

Soluzione. Sia ABCDE il poligono dato , ed GL la retta da- 
ta , che si considera come lato omologo al lato ED. 

Si risolva il poligono in triangoli per mezzo delle diagonali 
AC, AD; indi si faccia l’angolo FLO uguale all’angolo ADE , 
e l’angolo FOL uguale all’ angolo AED, sarà il triangolo FOL 
simile al triangolo AED. Colla stessa costruzione si descriverà 
sopra FL il triangolo FLH simile al triangolo ACD , e sopra 
FH il triangolo FGH simile al triangolo ABC. È evidente che 
il poligono FGHLO sarà il poligono richiesto. 
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smoro prima. 


CAPITOLO Vi. 

CEI QUADRATI E DEI RETTANGOLI FORMATI SULLE LUTEE RETTE. 

169. Dalla misura del rettangolo ( n.° ia 5 ) ne abbiamo de- 
dotto come conseguenze immediate alcuni teoremi importanti senza 
bisogno di figure , e di costruzioni geometriche ; ma non pub 
farsi lo stesso per altri teoremi , abbcnchè sicno anch’ essi di- 

S cndenti dalla misura accennata. Tali sono quelli relativi ai qua- 
rati ed ai rettangoli delle linee variamente divise. Per dimo- 
strarli senza figure e senza costruzioni geometriche si dovrebbe 
ricorrere all’ Aritmetica , o per meglio dire all’ Algebra ; ma le 
dimostrazioni fatte in tal modo uscirebbero dai confini della pura 
geometria , perchè dipendono dalle regole della moltiplicazione 
algebrica. Laonde noi esporremo i principali teoremi intorno ai 
quadrati ed ai rettangoli delle linee in un modo puramente geo- 
metrico (*). 

Dei quadrati e dei rettangoli delle linee variamente divise. 

PROPOSIZIONE LII — TEOREMA. 

170. Se una retta AC è divisa in due parli AB,BC, il qua- 
drato di AC è uguale al quadrato di AB , più il quadralo di 
BC, più il doppio del rettangolo compreso fra AB e BC (fig. IfS). 

Dim. Si costruisca sopra AC il quadrato ACDE\ si prenda 
'AF—AB, indi si conduca FG parallela ad AC, e BU paral- 
lela ad AE. 

Con questa costruzione il quadrato ACDE resta diviso in quat- 


(*) Ilavvi però un teorema semplicissimo che , conoscendosi la misura 
del rettangolo , può dimostrarsi senza figura c senza costruzione geome- 
trica , quantunque dipenda dalle regole della moltiplicazione : eccolo. 

« 11 rettangolo contenuto da due rette è uguale alla somma de’rettan- 
1 goli contenuti da una delle rette c dalle parti dell’ altra > Ciò c affatto 
evidente , poiché tanto è moltiplicare un numero per un altro , quanto è 
moltiplicare il primo di questi numeri per le parti del secondo , c som- 
mare i prodotti ottenuti. Sono poi casi particolari di questo teorema i 
due seguenti. 

i.° * Il 'quadratoci una retta divisa in due parti uguaglia la som- 
1 ma de’ rettangoli di essa in ciascheduna parte. 

2. 0 « Se una linea c divisa in due parti , il rettangolo di tutta la 
> linea-in una delle parti c uguale al quadrato di questa parte , ed al 
» rettangolo compreso fra le parti medesime. » 

I precedenti teoremi si trovano dimostrati nelle tre prime proposizioni 
del lib. 2 degli Elemqpiti di Euclide con figure c costruzioni geometriche- 
Noi li abbiamo tralasciati perché nop necessari 
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tro parti. La prima ABIF è il quadrato fatto sopra AB, poiché 
AF—AB. La seconda IGDII è il quadrato fatto sopra BC: pe- 
rocché essendo AC=AE , ed AB=AF , sarà BC, differenza 
delle linee AC, AB uguale ad EF differenza delle linee AE,AF ; 
ma in virtù delle parallele si ha BC—IG, e DG=EF, dunque 
la figura IGDII è il quadralo di BC. Inoltre , la terza parte 
BCGI esprime il rettangolo di AB in BC , perchè AB=BI m , e 
l’ultima parte E FI II è pure uguale allo stesso rettàngolo ài AB 
in BC , perchè FI— AB , ed EF—BC. Dunque il quadralo 
di AC si compone dei quadrati di AB , e di BC e del doppio 
rettangolo di AB in BC , ed è perciò eguale alla somma di tutte 
quelle figure. C.D.D. x 

17 1. Corollario. È manifesto che se le rette AB,BC sono 
uguali , il quadrato di AC sarà uguale al quadruplo del qua- 
drato di AB , o di BC. Dunque « se una retta è divisa in duo 
s parti uguali, il quadrato dell’intera retta sarà uguale al qua- 
» druplo del quadrato della metà a. 

172. Scolio. Volendosi dimostrare il teorema precedente al- 
gebricamente si farebbe AB—a, BC—b, si moltiplicherebbe 
a-\-b per a-{-b , ed il prodotto a 2 -\-b 2 -- s riab proverebbe che il 
quadrato di a-\-b , ovvero di AC, somma delle linee AB,BC , 
è uguale ai quadrali di queste linee , ed al doppio del rettan- 
golo compreso fra esse ; in fatti a* è la misura del quadrato 
ABIF , b 2 quella del quadrato IGDH , e 2 ab quella del dop- 
pio del rettangolo BCGI , o FIDE. 

TROPOSIZIOME LIU — TEOREMA. 

173. Il quadrato ABIF della linea retta AB differenza delle due 
linee AG e BC è uguale al quadrato di AC , più il quadrato 
di BC , meno il doppio rettangolo di AC in BC ( Cg. 46 ). 

Dim. Sopra AC si descriva il quadrato ACDE, si prenda 
AF=AB , e si conduca BII parallela a CD , FG parallela ad 
AC ; finalmente si costruisca sopra EF il quadrato EFKL , e 
le rette KF,FI risulteranno per diritto, per essere tutti gli an- 
goli in F retti. 

Il rettangolo BCDII è uguale al rettangolo di AC in CB 3 
poiché CDz=zAC. Parimente il rettangolo KIHL è uguale al 
rettangolo di AC in CB , poiché KI=AC , ed III— BC ] dun- 
que i due rettangoli BCDII , KIHL presi insieme sono uguali 
al doppio rettangolo di AC in BC. Ora se da tutta la figura 
ACDLKF , composta dei quadrati di AC , e di BC, si tolgano 
i due rettangoli accennati , resterà il quadrato di AB , dunque 
questo quadrato è uguale alla somma dei quadrati di AC , e 
di BC , meno il doppio rettangolo di AC in BC. C.D.D. (*) 

(*) Dalle due proposizioni precedenti si possono dedurre alcuni teoremi 
come conseguenze immediate , e senza alcun bisogno ne di figure , nè di 
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174. Scolio. La dimostrazione algebrica di questo teorema si 
riduce a fare AC=a , BC—b , ed a moltiplicare a — b per n — b 
il prodotto a a -i- 4 * — 2 ab esprimerà il teorema enunciato. 

PROPOSIZIONE TJV TFOREVA. 

175. Il rettangolo comprese dalla somma e dalla differenza 
di due rette è uguale alla differenza dei quadrai delle stesse 
rette ( fig. 47 ). 

Dim. Siano AB,BC le due rette date. Si costruisca sopra AB 
il quadrato AB 1 F , si prenda AE=AC , si conduca CG paral- 
lela ad AF , ed EL parallela ad AB ; indi sul prolungamento 
di questa retta si prenda BK—BC ; e finalmente dal punto K 
si tiri KL parallela a BI che incontrerà EL nel punto L. Il 
rettangolo ÀKLE avrà per base AK , cioè la somma delle due 
rette date AB,BC , e per altezza AE , ovvero la differenza delle 
stesse rette , essendo AE=AC. Ciò premesso , dico che il ret- 
tangolo AULE è uguale al quadrato di AB , meno il quadra- 
to di BC. 


costruzioni geometriche. Infatti , è evidente in primo luogo che « il qua- 
) drato fatto sulla somma di due rette , più il quadrato fatto sulla diffe- 
1 renza delle stesse rette è uguale a duo volte il quadrato della prima 
1 retta , più due volte il quadrato della seconda » poiché i doppi rettan- 
goli aggiunti e sottratti si annullano. Questa proposizione abbraccia le 
proposizioni 9, c 10 del lib. 2 di Euclide , che sembrano essere due pro- 
posizioni differenti , essendo diverse le enunciazioni , c le costruzioni ado- 
perate da quel Geometra ; senza contare la lunghezza , c la pesantezza 
delle dimostrazioni. E si noti ancora che negli Elementi Euclidei non si 
vede fatto alcun uso delle proposizioni medesime. 

In secondo luogo dalle stesse due nostre proposizioni deriva manifesta- 
mente che il quadrato della somma di due rette eccede la somma de’ loro 
quadrati per quanto è il doppio rettangolo compreso dalle rette medesi- 
me ; c che da un’ altra parte la somma di quelli quadrati eccede il qua- 
drato fatto sulla differenza delle due rette per lo stesso doppio rettangolo. 
Per conseguenza 1 ’ eccesso della prima sulla terza delle tre indicate quantità 
eguaglierà la somma de’ due eccessi , cioè il quadruplo del rettangolo delle 
due rette , c quindi 1 il quadrato fatto sulla somma di due rette è uguale 
J al quadrato fatto sulla loro differenza, più il quadruplo del rettangolo 
» compreso dalle rette medesime. 1 

A questa proposizione si riduco la prop. 8 lib. 2 di Euclide , che tro- 
vasi dimostrata da quell’ autore con una lunga c pesante costruzione geo- 
metrica. 

Volendo dedurre le conseguenze sopraddette algebricamente, non. si do- 
vrà far altro che sommare nel primo caso con a a - 4 -é» — uaè; 

il che darà 2a a -(-2Ì> : e nel secondo converrà sottrarre — 2 ab 

da aH-ù’-t-Boà , e si avrà 4 ab. 

Ciò che precede potrà servire ad esercizio de’ giovani , ed a far loro 
comprendere che i metodi generali sono sempre da preferirsi alle vie par- 
ticolari . 
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Imperocché , il rettangolo AKLE è composto dei due rettan- 
goli ABIIE , c BIILK ; ma il rettangolo BULK è uguale al 
rettangolo CDJIB, perchè hanno le basi uguali BK,BC, e la 
stessa altezza BH ( n.° 128); ed è poi il rettangolo CDIIB 
uguale al rettangolo EDGF ( n.° 170), dunque il rettangolo 
AKLE e uguale alla somma de’duc rettangoli ABnE , ed EDGF. 
Or questi due rettangoli formano tutto il quadralo ABIF meno 
il quadrato D 1 IIG , eh’ è il quadrato fatto sopra BC { n.° 170); 
dunque il rettangolo AKLE è uguale al quadrato di AB meno 
il quadrato di BC. C.D.D. (*) . 

176. Scolio. Questo teorema si dimostra algebricamente facen- 
do AB=.a , BC—b , e moltiplicando a-\-b per a — b ; il che 
dà a a — b z . 

Dei quadrati fatti sopra i lati dei triangoli. 

PROPOSIZIONE EV — TEOREMA. 

177. Il quadralo fatto su la ipotcnusa BC d’ un tria/igolo 
rettangolo è uguale alla somma dei quadrati fatti sopra i ca- 
teti AB, AC ( fig. 48 ). 

Dim. Abbassando dal vertice A del triangolo rettangolo la per- 
pendicolare AD sull’ ipotenusa , ne risulteranno i tre triangoli 
ABD,ADC,ABC , che essendo simili (n.° i 5 q) stanno fra loro 
come i quadrati de’ lati omologhi AB.AC^BC ( n.° 162 .) , cioè 
come i tre quadrati Af,N,P : ma il triangolo ABC è uguale alla 
somma dei triangoli ABD,ADC , dunque il quadrato P sarà an- 
cora uguale alla somma dei quadrati M, ed N. C.D.D. 

178. Corollario I. Le figure simili di qualunque numero di 
lati essendo fra loro come i quadrati dei lati omologhi ne risul- 


(*) A questa proposizione si riducono le proposizioni 5 , e 6 del lib. a 
di Euclide , clic in quell’ autore sembrano due teoremi totalmente diversi 
fra loro. 

Riunendo ora ciò che precede a quello che si è detto nelle due ultime 
note si vede chiaramente che le proposizioni più difficili , c più intricate 
del suddetto libro Euclideo si possono ridurre a tre proposizioni principali 
facilissime ad esser dimostrate , ed ad imprimersi nella memoria , mentre 
tutti sanno quanto sono pesanti le enunciazioni , e le dimostrazioni del 
lib. 2 del Geometra Greco, e come subito si dimenticano dopo averle 
apprese con tanto stento. Ciò diciamo per dare una formale smentita a 
taluni, i quali hanno asserito ch’era una vera demenza preferire agli 
Elementi Euclidei la Geometria dell’ illustre Legendrc , cui è dovuta la 
mirabile riduzione di cui parliamo, abbenchè nell’opera del Geometra 
moderno non si faccia alcuna menzione delle prop. x, 2, 3 , 8, 9, e io 
del Geometra antico per le ragioni da noi allegate nello note precedenti. 

7 
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ta che : la figura descritta sulla ipotenusa è uguale alla som- 
ma delle figure simili e similmente descritte sopra » cateti. 

179. Corollario II. I triangoli ABD,ADC avendo la stessa 
altezza AD stanno fra loro come le basi BD,DC ( n.° i 35 ) ; 
ma gli stessi triangoli sono proporzionali ai quadrati M, ed N , 
dunque: I quadrati dei cateti stanno fra loro come i segmenti 
adiacenti dell’ ipotenusa. Nello stesso modo si dimostrerà che, Il 
quadrato dell' ipotenusa sta al quadrato di un cateto come Vi- 
potenusa sta al segmento adiacente al cateto medesimo. 

180. Corollario III. Sia ABCD un quadrato (fig. 49 ), e sia AC 
la sua diagonale : il triangolo ABC essendo rettangolo ed isoscele, 
sarà il quadrato della diagonale AC doppio del quadrato fatto sul 
Iato AB. Se dunque si faccia ABz=.i , il quadrato della diago- 
nale AC sarà espresso dal numero 2 , poiché il quadrato di 1 è 1. 
Da ciò ne consegue che la diagonale AC sarà espressa dalla ra- 
dice di 2. Ora è dimostrato nell’Aritmetica (*) che la radice di 
2 non può esser espressa esattamente nè da un numero intero , 
nè da un fratto , dunque non si può assegnare esattamente in 
numeri il rapporto che passa fra la diagonale AC cd il lato AB 
del quadrato ; e però queste due linee sono incommensurabili fra 
loro ( n.° 93 ) (**). 

18 1. Scolio. La proposizione precedente è una delle più im- 
portanti della Geometria. Pittagora fu il primo a dimostrarla; e 
perciò viene conosciuta sotto il nome di teorema Piltagorico. 

PROPOSIZIONE LVI — TEOREMA. 

182. In un triangolo ottusangolo ABC il quadrato del lato AB 
opposto all’angolo ottuso ACB è uguale alla somma dei qua- 
drati degli altri due lati AC,CB , più il doppio del rettangolo 
compreso fra uno di essi CB , e la retta CD interposta tra il 
vertice dell'angolo ottuso, e la perpendicolare ( fig. ilo ). 


(*) Vedi l’Aritmetica di Francoeur n.° 63. 

(**) Euclide nel lib. io dimostra che la diagonale di un quadrato è 
incommensurabile col lato di esso in due modi diversi , ma però dipendenti 
dalie proprietà de’ numeri da lui esposte ne’ libri precedenti. Il dotto com- 
mentatore Clavio vi ha aggiunto una dimostrazione che in sostanza è quella 
stessa da noi riportata in questo corollario , e che trovasi nelle moderne 
istituzioni di Geometria. Ciò non ostante alcuni passionati lodatori ( o piut- 
tosto detrattori ) di Euclide accusano una siffatta dimostrazione d’ impro- 
prietà geometrica , perchè si fa dipendere da un teorema di Aritmetica 
in cui si dimostra che il numero 2 non può avere radice esatta nè in 
numeri interi , nè in numeri frazionarj. Converrà dunque dire che il citato 
lib. io del Geometra Greco contenga improprietà geometriche, e che 
anche il Clavio sia stato un pericoloso novatore in fatto di Geometria , 
siccome i detrattori hanno asserito rispetto al Legcndre , al Woliìo , ed 
a tutti i moderni autori d’ istituzioni geometriche ! ! ! 
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Si 

Dim. Nel triangolo rettangolo ABD il quadrato di AB è uguale 
al quadrato di AD , più il quadrato di BD ( n.° 177 ) ; ma la 
retta BD è uguale alla somma delle due rette CD, CB , e per- 
ciò il quadrato di BD è uguale al quadrato di CD, più il qua- 
drato di BC , più il doppio rettangolo di BC in CD { n.° 170); 
dunque il quadrato di AB è uguale ai quadrali di AD, di CD, di 
BC, ed al doppio rettangolo di BC in CD : ma la somma de’qua- 
drati di AD, e di CD è uguale al quadrato di AC ( n.° 177 ) , 
dunque il quadrato di AB equivale ai quadrati di AC, e di BC 
insieme col doppio rettangolo di BC in CD. C.D.D. 

PROPOSIZIONE EVII — TEOREMA . 

18 1. In un triangolo ABC il quadrato del lato AB opposto 
ad un angolo acuto ACB , è uguale alla somma dei quadrati 
degli altri due lati AC,CB, meno il doppio rettangolo compre- 
so fra uno di essi BC , e la retta CD interposta fra il vertice 
dell’ angolo acuto , e la perpendicolare AD ( fig. 5 1 ) . 

Dim. La perpendicolare AD può cadere dentro , o fuori del 
triangolo ABC. 

I. Nel triangolo rettangolo ABD il quadrato di AB è uguale 
al quadrato della perpendicolare AD , più il quadralo della ret- 
ta BD , eh’ è differenza delle due BC,ÙD; per conseguenza sarà 
il quadrato di AB uguale al quadrato di AD, più il quadrato 
di BC, più il quadrato di DC , meno il doppio rettangolo di BC 
in CD ( n.° 173 ). Ma i quadrali di AD, e di CD presi insie- 
me equivalgono al quadrato di AC ( n.° 177). dunque il qua- 
drato di AB è uguale alla somma dei quadrati di AC, e di CB, 
meno il doppio rettangolo di BC in CD. 

II. Se la perpendicolare AD cadesse sul prolungamento di CB 
fuori del triangolo ABC , avrebbe luogo la medesima dimostra- 
zione ; solamente la linea BD sarebbe differenza delle linee 
CD,CB , mentre nel caso precedente era differenza delle li- 
nee CB,CD. C.D.D. 

PROPOSIZIONE EVIII — TEOREMA. 

i8a. In un triangolo qualunque ABC, se si divide un lato 
BC per metà , e si congiunge il punto di mezzo. E col verti- 
ce A dell’ angolo opposto , la somma dei quadrati degli altri 
due lati ÀB,AC è uguale a due volte il quadralo della con- 
giungente AE , più due volte il quadrato della metà del lato 
BC. (fig. 5 a ). 

Dim. Si abbassi sul lato BC la perpendicolare AD. 

Nel triangolo ottusangolo ABE il quadrato di AB è uguale 
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alla somma dei quadrati di AE , e di EB , più il doppio ret- 
tangolo di BE in ED. Al contrario nel triangolo acutangolo AEC 
il quadrato di AC è uguale alla somma dei quadrati di AE , e 
di EC , meno il doppio rettangolo di EC in ED. Ma il qua- 
drato di EC è uguale al quadrato di EB , ed il doppio rettan- 
golo di BE in ED è lo stesso che il doppio rettangolo di EC 
in ED, dunque la somma dei quadrati di AB, c di AC equi- 
vale al doppio del quadrato di AE , più il doppio del quadrato 
di BE , poiché il doppio rettangolo aggiunto e sottratto si ] an- 
nulla. C.D.D. 


PROPOSIZIONE LIX — TEOREMA. 

i83. In ogni parallelogrammo ARCI) la somma dei quadrati 
dei quattro lati equivale alla somma dei quadrati delle due 
diagonali ( fig. 53 ). 

Dim. Imperocché , tirando le diagonali AC,BD , esse si ta- 
glieranno scambievolmente in parti uguali nel punto E ( n.° 86 ); 
per conseguenza nel triangolo ABC la somma dei quadrali dei 
lati AB,BC sarà ( n.° 182 ) uguale a due volte il quadrato 
di BE , più due volte il quadralo di AE. Parimente nel trian- 
golo ADC la somma dei quadrati dei lati CD, DA è uguale a 
due volte il quadrato di ED , ovvero di EB , più due volle il 
quadrato di AE. Laonde la somma dei quadrali dei quattro lati 
AB,BC, CD, DA sarà uguale a quattro volle il quadrato di BE, 
più quattro volle il quadrato di AE. Ma il quadruplo del qua- 
drato di BE è uguale al quadrato di BD (n.° 171 ), ed il qua- 
druplo del quadrato di AE è uguale al quadrato di AC ; dun- 
que la somma dei quadrati dei lati del parallelogrammo ABCD 
è uguale alla somma dei quadrati delle diagonali. C.D.D. (*). 

PROPOSIZIONE li — - PROBLEMA. 

i84- Costruire un quadrato equivalente ad un parallelo- 
grammo dato ( fig. 54 ) . 

Soluzione. Sieno B la base , ed A l’ altezza del parallelo- 


(*) Questa proposizione , e la precedente trovansi nella Geometria del 
Caravelli. Gli scritti di questo Autore, c quelli del dottissimo Niccolo do 
Martino mostrano che presso di’ noi esistevano eccellenti istituzioni di Geo- 
metria inolio tempo prima che altre nazioni avessero prodotto buoni libri 
di questo genere. Si vede ancora che que’ nostri insigni Matematici pro- 
fessando per Euclide tutta la venerazione che gli è dovuta , stimarono 
nondimeno che gli Elementi di quel grande Geometra non fossero più adat- 
tati all’insegnamento della scienza. Or che diremo nei nostri tempi? 
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grammo dato. Sopra una medesima retta si prenda FDz=B , 
e DE=A , indi si divida FE per metà nel punto C , e fatto 
centro in C si descriva col raggio CF la circonferenza FJ 1 E ; 
finalmente dal punto D s’innalzi la perpendicolare DM, e sarà 
questa il lato del quadrato richiesto. Perocché essendo FC—CE, 
la retta FD sarà la somma delle duo rette F£,CD , e la ret- 
ta DE sarà la differenza delle stesse rette ; per conseguenza 
( n.° 175 ) il rettangolo di FD in DE equivarrà al quadrato 
di FC , ovvero di CII , meno il quadrato di CD. Ma il qua- 
drato di CII meno il quadrato di CD è uguale al quadrato di DM 
( n.° 177 ) , dunque il quadrato di DII è equivalente al rettan- 
golo di FD in DE , ovvero al parallelogrammo dato , perchè 
questo ha la stessa base e la stessa altezza del rettangolo. 

1 85 . Corollario I. Essendo DIIxDII uguale a FDxDE, ne 
segue ( n.° io 5 ) che FD : DII \ I DH : DE-, e però la perpen- 
dicolare abbassata da un punto della circonferenza sul dia- 
metro è media proporzionale fra i due segmenti del diametro 
medesimo. 

Laonde con la costruzione fatta in questo problema si può tro- 
vare una media- proporzionale fra due rette date. 

186. Corollario II. Se B ed A dinotino la base, e l’altezza 
di un triangolo , è manifesto che si potrà costruire un quadrato 
equivalente al detto triangolo trovando una media proporzionale 
fra la base B , e la metà dell’ altezza A. Il quadrato descritto 
sulla media proporzionale accennata sarà quello che si cerca. 

' 187. Corollario III. E poiché ogni poligono si può trasfor- 
mare in un triangolo equivalente ( n.° i 38 ) , ne segue che si 
può costruire un quadrato equivalente a qualunque poligono dato. 

PROPOSIZIONE LXI PROBLEMA. 

188. Trovare due linee il cui rapporto sia uguale al rap- 
porto di due quadrati dati ( fig. 43 ) . 

Soluzione. Si pongano ad angolo retto i lati AB, AC dei due 
quadrati dati , si congiunga BC , e si abbassi dal punto A la 
perpendicolare AD ; i segmenti BD,DC staranno fra loro come 
i quadrati dati ( n.° 173 ), e però il problema sarà risoluto. 

189. Scolio I. Il problema precedente si potrebbe ancora ri- 
solvere in un altro modo , cioè col trovare la terza proporzio- 
nale P in ordine ai lati AB, AC dei due quadrati dati. Infatti, 
essendo proporzionali le rette AB, AC, P, la ragione di AB a P 
sarà duplicata della ragione di AB ad AC ( n.° 116 ) ; e per 
conseguenza sarà AB a P come il quadrato di AB al quadrato 
di AC. 

190. Scolio II. Potendosi un poligono qualunque trasformare 
in un quadrato equivalente , si comprende facilmente che me- 
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diante ia sopraddetta costruzione potrebbe trovarsi in linee il rap- 
porto di due poligoni qualunque (*). 

capitolo vn. 

delle proprietà del cerchio. 

igt. Il cerchio considerato in se stesso non presenta altra pro- 
prietà se non quella inerente alla sua definizione ; proprietà la 
quale offre il mezzo di determinare con la legge di continuità una 
serie di punti equidistanti da un punto dato , e ciò è bcstato per 
la costruzione di tutti i problemi precedentemente risoluti. Ma se 
il cerchio si considera nel suo incontro colla linei, retta , si ve- 
dranno nascere proprietà importantissime , che vengono ad osso co- 
municate dalle figure rettilinee risultanti oalle sue intersezioni con 
linee rette variamente situate. Le studio delle pro v 'tela del cer- 
chio sotto questo aspetto merita la più grande attenzione ; da poi- 
ché la linea retta è il termine di paragone delle linee curve , 
senza del quale non si potrebbero conoscere le affezioni di qual- 
sisia curva. 

192. Negli elementi di Geometria si espongono soltanto le pro- 
prietà più comuni del cerchio. I limiti che ci siamo prescritti ci 
obbligaho a parlare unicamente di queste; ma prima di esporle con- 
vien premettere alcune definizioni : 

i.° Una porzione qualunque della circonferenza dicesi arco. 
2.0 La corda o sottesa dell’ arco è la linea retta che unisce 
le sue estremità. 


(*) La riduzione del rapporto di duo poligoni qualunque a quello di due 
linee è uno dei più belli risultati della Geometria, Ma questo soggetto non 
può riguardarsi come compiuto se non quando si ha il mezzo di esprime- 
re il rapporto di due linee in numeri o esattamente 0 per approssimazio- 
ne , secondo che le dette linee sono commensurabili) 0 incommensurabili, 
dapoichè la Geometria deve servire alle applicazioni, 0 non già ad alimentare 
una sterile contemplazione. Euclide nella Prop. 3 lib. io si è occupato a 
trovare la massima comuue misura di due grandezze commensurabili. 1 
moderni autori di Elementi geometrici hanno riprodotto il procedimento 
del geometra greco, e con esso sono giunti facilmente ad esprimere in numeri 
esattamente il rapporto di due lince commensurabili , c pef approssimazio- 
ne quello delle linee incommensurabili. Intanto nell’opuscolo, di cui si 
è parlato nella nota alla proposizione XXXI, si dice che il Legeiulre, e per 
conseguenza molli autori di moderne istituzioni geometriche che lo hanno 
imitato , nella determinazione del sopraddetto rapporto numerico si e « 
bandonato a considerazioni affatto ageometriche ; e vi si aggiunge ( e 
nel caso delle rette incommesurabili s’ incontra pure un’ altra dilbcolta , 
ed è che nel tralasciare l’ultimo residuo il Legcndre dee considerarlo 
infinitesimo (111). Non ci fermeremo -a combattere opinioni sl “““ e . > 
avendo mostrato abbastanza nella nota indicata la stravaganza e la fallacia 
de’ principj contenuti nell’ opuscolo innominato , che chiameremo alla no- 
stra volta antilogici, 0 se più piace, alogici- 
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3.° Segmento di cerchio è la figura compresa fra l’arco e 
la corda. 

4»° Settore è la figura compresa fra un arco e i due raggi 
condotti all’ estremila di esso. 

ig3. Dalle definizioni precedenti si deduce evidentemente che 
ad una medesima corda AB ( fig. 55 ) corrispondono due archi 
ADB , AECB , e per conseguenza due segmenti ; ma nelle se- 
guenti proposizioni s’ intende sempre parlare del più piccolo, pur- 
ché non si avverta il contrario. 

PROPOSIZIONE mi — TEOREMA. 

ig4- Una linea retta non può incontrare la circonferenza di 
un cerchio in più di due punti ( fig. 55 ). 

Dim. Imperocché se una linea retta potesse incontrare la cir- 
conferenza in tre punti A, B, C, tirando i roggi OA, OB, OC, 
■vi sarebbero tre rette uguali condotte da uno stesso punto O so- 
pranna medesima linea retta ABC ; il clic è impossibile ( n.° y5 ). 
Dunque una linea retta non può incontrare la circonferenza in 
più di due punti. C.D.D. 

PROPOSIZIONE Lini — TEOREMA. 

ig5. Ogni diametro .divide il cerchio , e la sua circonferenza 
in due parti uguali ( fig. 55 ) 

Dim. Sia AC un diametro qualunque : Si applichi la figura 
mistilinea AEG sopra la figura ABC , conservando la base co- 
mune AC ; è manifesto che la linea curva AEC dovrà coincidere 
colla linea curva ABC , altrimenti o nell’ una o nell’altra vi sa- 
rebbero punti non ugualmente distanti dal centro j 0 , il che non 
può essere. Dunque il diametro divide il cerchio , e la sua cir- 
conferenza in due parti uguali. C.D.D. 

PROPOSIZIONE LXIV — TEOREMA. 

ig6. Ogni corda è minore del diametro ( fig. 55 ) 

Dim. Sia AB una corda qualunque ; per una delle suo estre- 
mità A si tiri il diametro AC, poi si conduca il raggio OB. Nel 
triangolo AOB il lato AB è minore della somma degli altri due 
OA, OB, ma la somma di questi due raggi è uguale al diametro 
AC ; dunque ogni corda è minore del diametro. C.D.D. 

PROPOSIZIONE IX V — TEOREMA. 

ign. In un medesimo cerchio, o in cerchi uguali , gli archi 
uguali sono sottesi da corde uguali ; reciprocamente le corde 
uguali sottendono archi uguali. ( fig. 56 ). 
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Dim. Sia P arco AMD uguale all’ arco ENG ; dico che la 
corda AD sarà uguale alla corda EG. 

Perocché essendo uguali i due cerchi, soprapponendo il diame- 
tro AB al diametro EF , la semicirconferenza AMDB coinciderà 
colla semicirconferenza ENGF , e l’ arco AMD con l’ arco ENG , 
ed il punto D col punto G ; onde la corda AD sarà uguale alla 
corda EG. 

Reciprocamente se la corda AD è uguale ad EG , sarà l’arco 
AMD uguale all’ arco ENG. Imperocché tirando i raggi CD , 
OG, i due triangoli ACD, EOG avranno i tre lati rcspettiva- 
mente uguali , e per conseguenza saranno uguali. Laonde appli- 
cando il semicerchio ADB sul semicerchio EGF , l’angolo ACD 
caderà sul suo uguale EOG; e però l’ arco AMD coinciderà evi- 
dentemente con l’arco ENG. C.D.D. 

198. Corollario. La dimostrazione precedente fa conoscere chia- 
ramente che, quando due archi d’ un medesimo cerchio, o di cer- 
chi uguali , sono uguali ; 

i.° gli angoli ai centri ACD , EOG sono uguali , e reci- 
procamente ; 

2. 0 i settori AMDC , ENGO, ed i segmenti AMDm, ENGn 
sono anche uguali. 

PROPOSIZIONE INVI — - TEOREMA . 

199. In un medesimo cerchio, 0 in cerchi uguali , it mag- 
giore di due archi è sotteso da una corda maggiore , e recipro- 
camente , purché i delti archi sicno minori di una semicircon- 
ferenza ( lig. 56 ). 

Dim. Sia l’ arco All maggiore dell* arco AD ; dico che la 
corda AH è maggiore della corda AD. Infatti tirando i raggi CD, 
CH , si avranno i due triangoli ACII, ACD , ne’ quali i due lati 
AC, Cn sono uguali a’ due lati AC, CD ; ma l’angolo ACII è 
maggiore dell’angolo ACD\ perciò sarà il terzo lato AH mag- 
giore del terzo lato AD ( n.° 55 ). 

Reciprocamente , se la corda All è maggiore della corda AD, 
si conchiuderà per mezzo degli stessi triangoli ACII , ACD che 
l’angolo ACII e maggiore dell' angolo ACD ( n.° 56 ); e per con- 
seguenza sarà l’ arco AH maggiore dell’ arco AD. 

200. Scolio. Si è supposto che gli archi dati fossero minori 
della semicirconferenza ; poiché è manifesto che se fossero mag- 
giori , avrebbe luogo la proprietà contraria. 

PROPOSIZIONE LXVII — TEOREMA. 

201. Il raggio perpendicolare ad una corda divide tanto que- 
sta corda, quanto l'arco sotteso in due parti uguali ( fig. 57 ). 
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Dim. Sia il raggio CG perpendicolare alla corda AB , e si 
conducano i raggi CA , CB, come pure le corde AG, BG. 

Essendo retti gli angoli formati intorno al punto D , i triangoli 
ADC , DCB, ADG, BDG saranno rettangoli. Ora ne’ due primi 
il cateto CD è comune , e la ipotenusa CA = CB , dunque l’al- 
tro cateto AD sarà uguale a DB ( n.° 177 ) ; e però la corda AB è 
divisa in due parti uguali nel punto D. Parimente negli altri due 
triangoli essendo il cateto AD — DB , ed il cateto DG comune, 
sarà la ipotenusa AG ~ GB, ossia la corda AG uguale alla cor- 
da GB-, ma corde uguali sottendono archi uguali ( n.° 197 ) , dun- 
que l’arco AG = GB, e per conseguenza l’arco AGB rimane 
diviso per metà nel punto G. C.D.D. 

202. Scolio. Dalla dimostrazione precedente risulta manifesto 
che il centro , il punto di mezzo d’ un arco , ed il punto di 
mezzo della sua corda si trovano sopra una medesima linea 
retta perpendicolare ad essa corda. Ora , bastano due punti per 
determinare la posizione di una linea retta ; dunque ogni linea 
retta che passa per due dei tre punti accennati passerà necessa- 
riamente anche pel terzo , e sarà perpendicolare alla corda. 

PROPOSIZIONE EX Vili — TEOREMA. 

203. Due corde uguali sono ugualmente distanti dal centro, 
e di due corde disuguali la minore è la più distante dal cen- 
tro ( fig. 58 ). 

Dim. i.° Sieno le corde AB, DE uguali; si abbassino dal cen- 
tro le perpendicolari CF, CG, e si conducano i raggi CA, CD. 

Ne’ triangoli rettangoli CAF, DCG, le ipotenuse CA, CD sono 
uguali come raggi di un medesimo cerchio : parimente i cateti 
AF, DG sono uguali come metà delle corde uguali AB, DE 
( n.°20i ) ; dunque gli altri duo cateti CF, CG saranno uguali 
( n.° 177 ) , e però ld corde uguali AB , DE sono equidistanti 
dal centro. 

2. 0 Sia ora la corda AH maggiore della corda DE ; dovrà 
essere 1 ’ arco ANII maggiore dell’ arco DME ( n.° 199 ) : si 
prenda dunque sull’ arco ANII la parte ANB — DME , si tiri 
la corda AB, e si abbassino le perpendicolari CF, CI sullo corde 
AB, AH. 

La perpendicolare CI è minore dell’obliqua CO ( n.° 75 ) , 
ed a più forte ragione sarà minore deila perpendicolare CF; ma 
questa è uguale a CG , dunque sarà CI minore di CG; e per 
conseguenza di due corde disuguali la minore è la più distante 
dal centro. C.D.D. 
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Della misura degli angoli. 

ao 4 - Analogamente a quanto abbiaci detto nel §. 198 per un 
caso particolare , si chiama in generale angolo al centro ogni 
angolo che ha il vertice nel centro di un cerchio , ed è perciò 
formato da due raggi. Si dirà poi angolo iscritto quello il cui 
vertice è alla circonferenza ed è formato da due corde. Passiamo 
ad occuparci della misura di queste due specie di angoli. 

PLOPOSIZIONE LIII — TEOREM J. 

2o5. In un medesimo cerchio , o in cerchi uguali , gli an- 

Ì oli al centro stanno fra loro come gli archi compresi fra i loro 
iti ( fig. 5 g ). 

Dim. Sieno gli angoli al centro ACB, ACD-, dico che stanno 
fra loro come gli archi AB , AD. 

Imperocché , supponendo primieramente che gli angoli sieno 
commensurabili , e che la loro comune misura K portata ripetu- 
tamente su gli angoli ACB, ACD sia contenuta m volte nel pri- 
mo ed n volte nel secondo, è manifesto (n.° iq8 ) che anche 
1 * arco AB rimarrà diviso in m parli uguali , e 1 ’ arco AD in n 
parti uguali, onde 1 ’ angolo ACB starà all’angolo ACD come 
P arco AB all’ arco AD. 

Che se poi gli angoli ACB, ACD fossero incommensurabili fra 
loro , la proposizione precedente sussisterebbe in cgual modo. 
Infatti si faccia l’angolo ACD' uguale all’angolo ACD, e si sup- 
ponga che la ragione dei due angoli ACB, ACD ' in luogo di 
equivalere a quella degli archi AB, AD' equivalga a quella de- 
gli archi AB, AO, essendo AO maggiore di AD 1 . Qualunque dif- 
ferenza .passi fra AO, ed AD', è chiaro che si potrà sempre di- 
videre l’ arco AB continuamente per metà Uno ad avere parti così 
piccole che una almeno delle divisioni cada in qualche punto I 
fra D' ed O. In tal caso condotto il raggio CI, gli angoli ACB, A CI, 
e gli archi compresi AB, Al saranno respetti vamente commensu- 
rabili , onde si potrà istituire la proporzione 

ACB : AC1 ; ; AB : Al. 

hfa per ipotesi si ha 

ACB : ACD ' \\ AB .AO, 

dunque essendo in queste due proporzioni gli antecedenti uguali , 
si avrebbe (n.° 108) fra i conseguenti la proporzione 

AC1-.ACD' AI: AO, 

la quale è insussistente, poiché l’antecedente AC1 è maggiore 
del conseguente ACD', mentre l’altro antecedente AI è minore 
del conseguente AO. Nello stesso modo si ragionerebbe se l’arco 
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AO si supponesse minore dell’arco AD 1 -, dunque dovrà essergli 
eguale , e però in tutti i casi gli angoli al centro di cerchi uguali 
stanno come gli archi compresi fra i loro lati. C.D.D. 

a 06. Scolio. La divisione dell’ arco AB in due parti uguali 
non può produrre alcuna difficoltà ; poiché da una parte sappia* 
mo dividere un angolo dato ACB in due parti uguali ( n.° fio ) ; 
c dall' altra si è dimostrato ( n.° 198 ) che angoli al centro uguali 
intercettano sulla circonferenza archi uguali. 

PROPOSIZIONE nix — ■ TEOREMA. 

207. L'angolo al centro ha per misura l’arco compreso tra 
i suoi lati ( fig. i>9 ). 

Dim. Dalle nozioni generali date nei ( n.° 117 ) intorno alla 
misura delle quantità si desume che per misurare un angolo qua* 
lunque basta trovare il suo rapporto ad un angolo conosciuto preso 
per unità di misura ; e siccome l’ angolo retto è invariabile , 
cosi esso è stato prescelto per unità di misura degli angoli, onde 
volendosi misurare l’angolo al centro ACD , la quistione si ri- 
duce a trovare il suo rapporto coll’angolo retto. Ma da un’altra 
parte l’ arco di cerchio compreso fra i lati d’ un angolo retto , 
che ha il vertice al centro d’un cerchio, essendo la quarta parte 
della circonferenza, o un quadrante , si avrà pel teorema pre- 
cedente , 

Angolo ACD : Angolo Retto ; ; Arco AD : 1 Quadrante ; 

dalla quale proporzione si deduce che il numero , da cui viene 
espresso il rapporto dell’ arco AD al quadrante , esprime ancora 
il rapporto dell’angolo ACD all’angolo retto; e perciò si dice 
che l’ angolo al centro ha per misura l’ arco compreso fra i suoi 
lati. C.D.D. 

208. Scolio. Da ciò che precede apparisce chiaramente che 
quantunque la misura degli angoli per mezzo degli archi di cer- 
chio sia in certo modo indiretta , pure è facile ottenere col loro 
mezzo la misura diretta ed assoluta. Infatti se si paragona l’ arco 
che serve di misura ad un angolo dato col quadrante, si avrà il 
rapporto dell’angolo accennato all’angolo retto; vale a dire si 
avrà la misura assoluta dell’angolo. È stata preferita la misura 
indiretta alla misura assoluta , perchè la prima riésce più comoda 
nella pratica. 


PROPOSIZIONE LUI — TEOREMA. 

209. L'angolo iscritto ha per misura la metà delF arco com- 
preso fra % suoi lati (fig. 60 , 61 , e 6a). 
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Dim. Sia l’angolo iscritto BAD-, dico che arra per misura la 
metà dell’ arco BD compreso fra i suoi lati. 

Supponiamo in primo luogo che il centro O del cerchio sia 
situato sopra uno de’ lati AD ( fig. 60 ) , e si conduca il rag- 
gio OB. L’angolo BOB , esterno al triangolo BAO , è uguale 
alla somma dei due interni opposti OAB } ABO ( n.° 67 ) : ma 
il triangolo ABO essendo isoscele si ha 1 * angolo OAB uguale 
all’angolo ABO; dunque l’angolo BOD è doppio dell’angolo BAD. 
Ora l’angolo BOD come angolo al centro ha per misura l’ar- 
co BD ; dunque l’angolo BAD avrà per misura la metà dell’ar- 
co BD. 

Supponiamo in secondo luogo che il centro cada dentro 1 an- 
golo BAD ( fig. 61 ) : si tirino il diametro AE , ed i raggi OB,OD. 
Per la dimostrazione precedente sarà l’ angolo BOE doppio del- 
1 ’ angolo BAO ; e l’angolo DOE doppio dell’angolo DAO ; per 
conseguenza l’ angolo al centro BOD sarà doppio dell’ angolo 
iscritto BAD. Laonde anche in questo caso 1 ’ angolo iscritto ha 
per misura la metà dell’arco compreso fra i suoi lati. 

Finalmente supponiamo che il centro 0 rada fuori dell’ ango- 
lo BAD ( fig. 62 ) : si tiri il diametro AE. L’angolo BAE ha 
per misura la metà dell’ arco BE ; parimente 1 ’ angolo DAE ha 
per misura la metà dell’ arco DE ; dunque l’ angolo BAD , che 
è la differenza de’ due angoli accennati , avrà per misura la me- 
tà dell’ arco BD , differenza degli archi BE,DE. Quindi in tutti 
i casi 1* angolo iscritto ha per misura la metà dell’ arco compreso 
fra i suoi lati. C.D.D. 

zio. Corollario I. Gli angoli AMB,ANB iscritti nel medesi- 
mo segmento AMNB ( fig. 63 ) sono uguali , perchè tutti hanno 
per misura la metà di un medesimo arco ACB. 

II. Ogni angolo BAC (fig. 64 -) iscritto nel semicerchio è ret- 
to ; stantechè ha per misura la metà della semicirconferenza BEC , 
ossia un quadrante. 

III. Ogni angolo AMB ( fig. 63 ) iscritto in un segmento mag- 
giore del semicerchio è acuto , avendo esso per misura la metà 
dell’ arco ACB minore della semicirconferenza. 

Al contrario ogni angolo ACB iscritto in un segmento minore 
del semicerchio è ottuso , perchè ha per misura la metà dell’ ar- 
co AMB maggiore della semicirconferenza. 

IV. Gli angoli opposti AMB , ed ACB (fig. 63 ) di un qua- 
drilatero , di cui i vertici trovansi allogali sulla circonferenza , 
sono supplementari , cioè sono presi insieme uguali a due retti $ 
perocché la somma dei due archi che misurano questi angoli è 
uguale alla semicirconferenza. 

2 11. Scolio. L'angolo BAC (fig. 64.) iscritto nel semicerchio 
essendo retto , il triangolo BAC è rettangolo ; per conseguenza 
tutte le proprietà dimostrate ( n.° 177) rispetto al triangolo ret- 
tangolo verranno comunicate al cerchio con un semplice cangia- 
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mento di nomi; infatti il diametro BC rappresentando l’ ipote- 
nusa , e le corde AB,AC dinotando i cateti , apparterranno al 
cerchio le proprietà seguenti : 

i .° La perpendicolare AD e media proporzionale fra i due 
segmenti BD, DC del diametro. 

a. 0 La corda AB è media proporzionale fra il diametro BC 
ed il segmento adiacente BD. 

3 . » 1 quadrati delle corde AB, AC stanno fra loro come 
i segmenti adiacenti BD, DC. 

4 . ° Il quadrato del diametro BC sta al quadrato della 
corda AB , o AC come il diametro al segmento adiacente BD, o DC. 

Delle tangenti, e delle secanti del cerchio. 

e 12. Una linea retta che ha un solo punto di comune colla 
circonferenza del cerchio dicesi tangente ; e questo punto comu- 
ne chiamasi punto di contatto. 

2i3. Ogni retta che taglia la circonferenza del cerchio, e che 
è prolungata al di fuori , dicesi secante. 

PROPOSIZIONE LXXII TEOREMA. 

ai 4 . La perpendicolare innalzata da un punto della circon- 
ferenza del cerchio sul raggio che passa per questo punto , è 
una tangente del cerchio ; reciprocamente ogni tangente è per- 
pendicolare al raggio condotto al punto di contatto ( fig. 6a). 

Dim. Sia BC perpendicolare al raggio AO dico che .sarà tan- 
gente del cerchio EAD. Imperocché 1 ’ obliqua OB condotta ad 
arbitrio dal centro sopra BC è maggiore della perpendicolare OA, 
o della sua uguale OD ; e però il punto B è fuori del cerchio, 
e la retta BC non avendo di comune colla circonferenza che il 
solo punto A sarà tangente del cerchio. 

Reciprocamente se BC tocca la circonferenza nel punto A, qua- 
lunque retta OB condotta dal centro O sopra BC avrà una par- 
te DB fuori del cerchio , eccettuato soltanto il raggio OA ; per 
conseguenza la retta OA sarà la più corta di tutte le linee che 
dallo stesso punto 0 si possono condurre ad una medesima ret- 
ta BC ; e però sarà perpendicolare a BC ( n. # 75 ). C.D.D. 

215. Corollario. La retta AB essendo la sola perpendicolare 
che si possa innalzare sul raggio AO dal punto A , ne segue che 
per un dato punto della circonferenza non si può condurre che 
una sola tangente. 

PROPOSIZIONE LXXIII TEOREMA. 

216. L’angolo formato da una tangente c da una corda ha 
per misura la metà dell’ arco compreso fra i suoi lati ( fig. 66 ). 
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Dim. Al punto di contatto A si conduca il diametro. L’an- 
golo BAD essendo retto ( n.* 2 i 4 ) ha per misura la metà della 
semicirconferenza A CD: parimente l’angolo iscritto CAD ha per 
misura la metà dell’arco CD , dunque l’angolo BAC , formato 
dalla tangente' BA e dalla corda AC , che è la differenza de’ due 
angoli BAD , CAD , avrà per misura la metà dell’ arco AC , 
differenza degli archi ACD, e CD. 

Neìlo stesso modo sì dimostra che l’angolo EAC , che è la 
somma degli angoli EAD , CAD, ha per misura la metà dell’arco 
ANDC. Dunque l’angolo formato da una tangente e da una corda 
è misurato dalla metà dell’ arco compreso fra i suoi lati. C.D.D. 

proposizione lxaiv — teorema . 

217. Gli archi intercetti in un medesimo cerchio , fra due 
secanti parallele , o fra una tangente ed una secante paralle- 
le , sono uguali ( fig. 67). 

Dim. Sieno le secanti BC, DE, c la tangente FG , e si con- 
duca il raggio OA. Essendo OA perpendicolere ad FG , lo sarà 
ancora alle secanti BC, DE ( n.° 48 ) ; laonde ( n.° 201) divi- 
derà in due parti uguali gli archi BAC , e DAE. Perconsegucnza 
se dagli archi AB, ed AC, uguali come metà dell’arco BAC , 
si tolgono gli archi AD, ed AE , uguali come metà dell’arco 
DAE , resterà l’arco BD uguale all’arco CE-, il che prova la 
prima parte del teorema : 1 ’ uguaglianza degli archi AB ed A C 
prova la seconda. C.D.D. 

PROPOSIZIONE LXXV — TEORESI A. 

218. Le parti di due corde , che si tagliano in un cerchio, 
sono reciprocamente proporzionali ( fig. 68 ). 

Dim. Le corde AB, CD si taglino nel punto O-, dico che si avrà 
AO -.DOW CO-.OB. 

Imperocché, conducendo-^fCe 2 ?Z> si hanno i triangoli ACO,BOD. 
ne’ quali gli angoli in 0 sono uguali come opposti al vertice , 
c P angolo A è uguale all’ angolo D , perchè iscritti in un me- 
desimo segmento ( n.° 210 ) ; dunque questi triangoli sono si- 
mili ( n.° iì>7 ) , ed i lati omologhi danno la proporzione 

AO : DO CO-.OB. C.D.D. 

219. Corollario. Poiché in ogni proporzione il prodotto dei 
termini estremi è uguale a quello dei medj ( n.° 1 o4 ) , *i avrà 

AOx 0 B= DOx OC , 

vale a dire che se due corde si tagliano , il rettangolo com- 
preso fra le due parti dell’uno è equivalente al rettangolo 
compreso fra le due parti deU 1 altra. 
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PROPOSIZIONE LXXVI — - TEOREMA* 

aao. Bue secanti che partono da un punto preso fuori del cer- 
chio , e terminano alla parte concava della circonferenza , sono 
reciprocamente proporzionali alle loro parti esterne (fìg. 69 ). 

Dim. Sieno le due secanti OB, OC condotte dal punto 0 \ di- 
co che si avrà 

OB : OC:: OD: OA. 

Infatti tirando AC, e BD , i triangoli OAC, OBD hanno l’an- 
golo 0 comune , c gli angoli B e C uguali come iscritti nello 
slesso segmento ABCD ( n.° 210); dunque questi triangoli sono 
simili , ed i lati omologhi danno la proporziono 

ob-.oc:: od-.oa. c.d.d. 

221. Corollario. Dalla precedente proporzione si deduce che 

OBxOA— OCx OD- 

cioè i rettangoli di due secanti nelle loro parli esterne sono 
equivalenti. 

222. Scolio. Le duo proposizioni precedenti possono essere 
riunite in una sola , che si enuncia così : se due secanti s’ in- 
contrano dentro o fuori del cerchio , le quattro parti di esse , 
che sono comprese fra il punto d' incontro e la circonferenza, 
sono reciprocamente proporzionali. 

PROPOSIZIONE XXXVII — TEOREMA. 

223 . Se da un punto preso fuori del cerchio si conduce una 
tangente , ed una secante , la tangente sarà media proporzio- 
nale fra la secante e la sua parte esterna ( Cg. 70 ). 

Dim. Dal punto 0 si conduca la tangente OA , e la secan- 
te OC ; dico che si avrà 

OC: OA :: QA: OD. 

Imperocché , tirando le corde AD, AC risulteranno i triangoli 
OAD, OAC , ne’ quali 1 ’ angolo 0 è comune ad ambidue, e l’an- 
golo OAD formato da una tangente e da una corda , è uguale 
all’angolo C iscritto nel segmento ACD , perchè tutti due hanno 
per misura la metà di un medesimo arco AD\ dunque i due 
triangoli sono simili , e si ha la proporzione 

OC: OA:: OA: OD. C.D.D. 

224. Corollario. Poiché in una proporzione continua (n.® 1 15 ). 
il prodotto de’ termini estremi è uguale al quadrato del termine 
medio , si avrà 

OCX OD = OA * , 

vale a dire che il quadrato della tangente è equivalente al ret- 
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tangolo della secante nella sua parte esterna. E si osservi che 
questa proposizione è un caso particolare della precedente , nel 
quale una delle secanti , divenendo tangente , si confonde con la 
sua parte esterna, ed il rettangolo si cambia in quadrato. 

Delle intersezioni e de’ contatti de’ cerchi. 

PROPOSIZIONE invili — TEOREMA. 

225 . Per tre punii dati non disposti in linea retta può sempre 
passare una circonferenza ( fig. 71 )• 

Dim. Sieno i tre punti dati A.B, C. Si uniscano colle rette 
AB,BC, le quali si dividano per metà ne’ punti D,F, e s’innal- 
zino le perpendicolari DE,FG; queste dovranno incontrarsi in 
un punto O , perchè le rette AB,BC. facendo angolo in B se si 
tira la DF , la somma degli angoli ODF , OFD risulta minore 
di due retti ( n.° 47 )• Or essendo AD— DB, le obliqu e OA,OB 
sono uguali (n.° ) , e similmente si dimostra che OB—OC \ 

dunque la circonferenza descritta col centro in 0 e col raggio 
OA passerà per i tre punti dati: C.D.D. 

226. Scolio. E facile vedere che una sola circonferenza può passare 
per i tre punti A,B,C, cioè quella determinata dalla costruzione 
precedente. Perocché , se potesse passarvi una seconda circonfe- 
renza , il suo centro dovrebbe sempre trovarsi sulle perpendico- 
lari DE,FG , altrimenti non potrebbe essere equidistante dai tre 
punti dati. Ma due rette non possono tagliarsi in più d’un pun- 
to ; dunque una è la circonferenza che può passare per tre pun- 
ti dati. 

227. Corollario. Di qui si deduce che due circonferenze non si 
possono intersegare in più di due punti. 

PROPOSIZIONE IXXIX TEOREMA. 

228. Se due cerchi s’ intersegano , la retta che passa per i 
centri è perpendicolare a quella che unisce i due punti <£' in- 
tersezione , e la divide per metà ( fig. 72 ). 

Dim. Imperocché , se pel punto di mezzo / della retta CD 
che unisce i due punti d’intersezione , ed è corda comune ai due 
cerchi , s’ innalzi sulla corda medesima una perpendicolare , que- 
sta dovrà passare per i centri A e B ( n.° 202 ). Ma due punti 
determinano la posizione di una linea retta ; dunque , viceversa, 
la retta AB che unisce i due centri è perpendicolare alla corda 
CD, e la divide per mezzo. C.D.D. 

229. Scolio. Se due cerchi si tagliano , dovrà dunque aver luogo 
un triangolo ACB fra ciascun punto d’ intersezione e i due centri. 
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Ciò premesso, supponiamo che uno de’ raggi AC sia maggiore 
dell’ altro CB. E poiché in ogni triangolo un lato è minore della 
somma degli altri due, sarà AB minore di AC-\-CB. Per la 
stessa ragione AB-+-BC è maggiore di AC , e togliendo di co- 
mune BC , risulterà AB maggiore di AC — CB. Dunque 

Se due cerchi s’ intersecano , la distanza de’ centri è minore 
della somma de' raggi , e maggiore della loro differenza. 

proposizione mix — teorema . 

a3o. Se la distanza de’ centri di due cerchi è uguale alla 
somma , o alla differenza de’ raggi , le loro circonferenze avran- 
no un solo punto comune. 

Dim. I. Supponiamo che la distanza AB ( fig. 73 ) de’ centri sia 
uguale alla somma de’ raggi AC,CB. È evidente che le due circon- 
ferenze avranno il punto C comune ; dico ora che non potranno 
averne un altro. Infatti , sia N un punto qualunque della cir- 
conferenza NC, e si unisca questo punto con i centri A,B ; ne 
risulterà il triangolo ANB , in cui si avrà AN-\-NB maggiore 
di AB. Laonde togliendo da una parte AN , e dall’altra la sua 
uguale AC , resterà NB maggiore di BC, e per conseguenza il 
punto JV si troverà fuori del cerchio CL . 

II. Se la distanza de’ centri AB ( fig. 74 ) è uguale alla dif- 
ferenza de’ raggi AC,CB , è evidente che il punto C è comune 
alle due circonferenze ; nè vi potrà essere altro punto comune. 
Perocché , sia N un punto qualunque della circonferenza CN , 
unendolo con i centri si avrà il triangolo ANB , in cui AB-\-BN 
è maggiore di AN , ossia di AC: e togliendo di comune AB , 
resterà BN maggiore di BC , per cui il punto N si troverà 
fuori del cerchio CL. Dunque in ambedue i casi mentovati le due 
circonferenze hanno il solo punto C di comune. C.D.D. 

23 i. Scolio. La posizione di due cerchi considerata in questo teo- 
rema è tale che, oltre al punto di comune che essi hanno, sono 
uno tutto fuori dell’ altro , o uno tutto dentro dell’ altro , sicco- 
me si è dimostrato. Questo fatto si enuncia allorché si dice che due 
cerchi s'incontrano e non si segano ; nè due circonferenze po- 
trebbero incontrarsi e non segarsi avendo più d’ un punto di co- 
mune. Imperocché , se ciò potesse accadere , bisognerebbe sup- 
porre che le circonferenze , insieme ai due punti supposti comu- 
ni , avessero comune anche l’arco compreso fra quei due punti, 
ed allora avrebbero tre ed anche più punti di comune e si con- 
fonderebbero in una sola ( n.° 226 ). Potrebbe , è vero , sup- 
porsi che le due circonferenze fossero disposte come nella fig. 75 , 
in cui la linea HC de’ contatti è un diametro, o come nella 
fig. 76 , in cui la stessa linea de’ contatti è una corda ; ma I* ira- 
possibilità di questa supposizione risulta manifesta dalla seguente 

9 
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Jitnoetrazioae che si applica ad ambedue i casi. Rappresentino 
A , e B i centri de’ cerchi ; si uniscano questi centri e si prolun- 
ghi la congiungente sino alla circonferenza esterna. Sarà AC 
minore di AB-\-BC , e poiché BC=BD, ed AC=AE, sarebbe AE 
minore di AB-i-BD-, il che è assurdo. 

Dunque due circonferenze *’ incontrano e non si segano quan- 
do hanno un sol punto di comune. In questa circostanza si dice 
che le circonferenze si toccano ; e da qui nasce la definizione 
che , due circonferenze si toccano quando hanno un solo punto 
di comune , il quale si chiama punto di contatto, o contatto (*). 

PROPOSIZIONE LXXXI — TEOREMA* 

a 3 a. Se due cerchi si toccano , la retta che passa per i 
centri , passerà ancora pel punto di contatto . 

Dim. I. Imperocché, se i cerchi si toccano esternamente (fig. 77) , 
cd il punto di contatto C esistesse fuori della linea AB che passa 
per i centri A , e B , si potrebbe formare il triangolo ABC, in 
cui la somma dei due Iati o raggi AC,CB sarebbe minore del 
terzo lato AB composto dei due raggi e di uno spazio interme- 
dio ; il che è assurdo . 

II. Se i cerchi si toccano internamente ( Gg. 78) , ed il punto 
di contatto C si trovasse fuori della linea AE che passa per i 
centri A, e B , si formerebbe il triangolo ABC , in cui la som- 
ma di due lati sarebbe minore del terzo. Infatti, EB-t-BA=AC\ 


(*) Euclide definisce il contatto de’ cerchi cosi ; due cerchi si dicono 
toccarsi fra loro allorché incontrandosi non si segano. Ognun vede che 
questa non è una definizione, ma un teorema, per dimostrare il quale 
oltre alla proposizione precedente, presa dal Legendrc con qualche dichia- 
razione , sono state necessarie le considerazioni aggiunte nello scolio. Ed 
infatti la definizione euclidea, quando si è venuto a farne l’ applicazione 
alla teoria del contatto de’ cerchi , ha fatto nascere equivoci c dubbiezze 
anche nella mente di geometri perspicaci ; e per rimanerne convinti ba- 
sterà leggere ciò che dice il Clavio nella proposizione i3 del lili. 3 , e 
nello scolio che vi ha aggiunto; nè può rivocarsi in dubbio clic quel dot- 
tissimo Gesuita è stato, ed c tuttavia uno de’ migliori commentatori di 
Euclide. Intanto l’anonimo autore dell’ opuscolo più volte citato non ha 
mancato di criticare alla sua maniera la definizione del contatto data 
dal Legendrc , c con esso dagli altri autori moderni di clementi geome- 
trici , lodando , come era da aspettarsi , solamente quella di Euclide. Questi 
pretesi lodatori c ristauratori del greco geometra , per liberarsi dal fastidio 
della discussione si sono appigliati ad un mezzo assai comodo, quello cioè 
di dichiarare gli clementi euclidei come l’ opera più perfetta uscita dalla 
mano dell’uomo; onde hanno condannato, come erroneo e pernicioso, 
ogni altro trattato elementare , passato , presente , c futuro , che si allon- 
tani dalle forme stabilite dallo Stichiota ! 
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ma BC , ovvero BO , è minore di BE , dunque BC-+-BA sarà 
minore di AC ; il che è assurdo. C.D.D. 

233. Corollario I. Di qui si deduce che , se due cerchi si 
toccano la distanza dei centri é uguale alla somma , o alla 
differenza de' raggi , secondocchè i cerchi si toccano esterna- 
mente , o internamente. 

a34. Corollario II. Se duo circonferenze non hanno alcun punto 
comune , sono interamente separate l’una dall’altra, potendo però 
esser situate una fuori dell’ altra , o una dentro 1’ altra. Quindi 
nel primo caso la distanza de’ centri è maggiore della somma 
de’ raggi, e nel secondo minore della loro differenza. 

235. Scolio. Dalle cose fin qui dimostrate risulta manifesto che 
tutti i cerchi ( fig. ^4 ) > > quali hanno i loro centri sulla linea 
AB , e passano pel punto C, sono tangenti uno all’altro, vale 
a dire hanno il solo punto C comune. Inoltre , se per questo punto 
s’innalzi sopra AB la perpendicolare J)F , questa sarà tangente 
comune a tutti quei cerchi. Ma quantunque tra l’arco CN e la 
tangente DF si possa far passare una infinità di circonferenze 
diverse, pure non vi si può condurre alcuna linea retta; dapoi- 
chò in tal caso vi sarebbero nel punto C due tangenti , il che 
è assurdo ( n.° 223). Quindi l'angolo del contatto , cioè l’an- 
golo DCN formato dall’ arco e dalla tangente , è minore di qua- 
lunque angolo rettilineo dato , per quanto piccolo si voglia sup- 
porre (*). 

PROPOSIZIONE LXXXII TEOREMA. 

236. Se la disianza de’ centri di due cerchi è minore della 
somma de' raggi , e maggiore della loro differenza , • cerchi 
si taglieranno. 


(*) Alcuni matematici non potevano persuadersi come la circonferenza 
non dovesse fare con la sua tangente un angolo valutabile , mentre fra 
l’una e l’altra si osserva un notabile spazio indeterminato ; c da qui nacque 
una disputa famosa sull’ angolo del contatto. Ma la controversia fu definito da 
una convenzione sul modo di valutare gli angoli di una retta con una 
curva qualunque , c di due curve fra loro , poiché fu stabilito che quelli 
angoli fossero tradotti in angoli rettilinei, sostituendo sempre alle curve le 
loro tangenti nel punto d’ incontro ; c però l’angolo di due curve qualsi- 
vogliano fu rappresentato dall’ angolo fra le tangenti condotte alle curve 
medesime dal loro punto d’ incontro , quantunque quest’ angolo differisse dal 
vero pel valore de’ due angoli di contatto , che furono considerati quantità 
infinitesime e non assegnabili. Secondo questa convenzione , due curve che 
si toccano , avendo comune la tangente , non fanno angolo valutabile; onde 
la circonferenza del cerchio non fa angolo assegnabile con la sua tangente, e 
nelle applicazioni della Geometria spesso si considera come retto l’angolo che 
il raggio fa con la circonferenza. Del resto l’ analisi infinitesimale ha clas- 
sificato con ogni esattezza i contatti , distinguendoli in ordini, per mezzo 
di Criterii analitici che non sono soggetti ad incertezze o interpetrazioni. 
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Dim. Perocché, se si toccassero, sarebbe la distanza de* cen- 
tri uguale alla somma o alla differenza de’ raggi; e se non aves- 
sero alcun punto comune , sarebbe la medesima distanza maggio- 
re della somma o minore della differenza de* raggi , contro la 
supposizione in ambedue i casi. Quindi i cerchi devono tagliar- 
si. C.D.D. 

237. Scolio. Riassumendo il fin qui detto si conchiude , che due 
circonferenze possono avere tre punti di comune , e si confondo- 
no in una sola; due punti di comune, e si segano; un sol pun- 
to di comune , e si toccano ; finalmente nessun punto di comu- 
ne , ed allora sono interamente separate, ed una è fuori dell’al- 
tra , o una dentro l’altra. 

La situazione rispettiva di due circonferenze che non si con- 
fondono dipende dalla distanza de’ loro centri ; essa è minore 
della somma de’ raggi e maggiore della loro differenza nel caso 
dell’ intersezione ; eguaglia quella somma o quella differenza nel 
caso dei contatto esterno 0 interno ; e quando i due cerchi non 
si segano nè si toccano , la distanza de’ centri è maggiore della 
somma o minore della differenza de’ raggi , secondo che i due 
cerchi sono fuori uno dell’ altro , o uno dentro l’ altro, in que- 
st’ ultima supposizione la distanza de’ centri potrebbe anche esser 
nulla , ed allora i due cerchi avendo lo stesso centro diconsi 
concentrici. 

Il progresso che si manifesta nella distanza de’ centri , passando 
da una all’altra delle indicate posizioni di due cerchi , fa ve- 
dere che l’ intersezione di due circonferenze può cambiarsi in 
contatto facendo crescere o facendo diminuire la distanza decen- 
tri con trasportare uno di essi centri lungo la perpendicolare in- 
nalzata dal mezzo della corda che unisce i due punti d’interse- 
zione. Nel movimento , questi due punti andranno man mano 
accostandosi fra loro finché caderanno sulla linea de’ centri con- 
fondendosi in un solo ; la corda che li unisce si annullerà e 
l’ intersezione de’ cerchi si cambierà in contatto , analogamente 
a ciò che si è osservato per la secante che si cambia in tangen- 
te ( n.° 224). Questo passaggio dall’ intersezione al contatto è la 
pruova più concludente della necessità di un unico punto di con- 
tatto ne’ cerchi ; mentre in altre curve i punti d’ intersezione es- 
sendo più di due , la loro riduzione al contatto non può dare 
un solo punto , come ne’ cerchi . 

Applicazione delle proprietà precedenti alla risoluzione 
di alcuni problemi. 

238. 1. Trovare il centro <Tun cerchio o d’un arco dato (fig. 71). 

Soluzione. Si prendano sulla circonferenza o sull’arco tre punti 
ad arbitrio A , B, C: si tirino le corde AB, BC , e per i punti di 
mezzo di queste s’ innalzino le perpendicolari DE, FG: il punto O 
del loro incontro sarà il centro richiesto (n.° 225 ). 
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a 3 a. II. Dividere un arco dato iti due parti uguali (fig. 57). 
Soluzione. Sia AGB l’ arco dato. Si conduca la corda AB , 
e dal punto di mezzo D s’ innalzi la perpendicolare DG ; questa 
dividerà l’arco in due parti uguali (n.° 201 ). 

a 4 o. III. Per un punto dato condurre una tangente ad un cerchio. 
Soluzione. Se il punto dato A ( fig. 65 ) è sulla circonferen- 
za , si conduca il raggio AO, e su questo s’ innalzi la perpendi- 
colare BC , che sarà la tangente cercata ( n.° 2 x 4 ). 

Se il punto A ( fig. 79 ) è fuori del cerchio , si unisca que- 
sto punto col centro C , e sopra CA come diametro si descriva 
un cerchio che taglierà il dato ne’ punti D , ed E ; finalmente 
si tirino le corde AD, AE , le quali saranno ambedue tangenti 
al cerchio dato. 

Infatti, tirando le corde DC, CE, saranno retti gli angoli CDA, 
CEA, perchè ciascuno di essi è iscritto nel semicerchio. Laonde 
ciascuna delle rette AD , AE sarà perpendicolare all’ estremità 
del raggio, e però tangente al cerchio ( n.° 2 j4). 

a 4 i. Scolio. Le due tangenti AD , AE sono uguali , perchè 
l’ ipotenusa CA è comune a’ due triangoli CDA, CEA, ed il 
cateto CD = CE. 

242. IV. Sopra una retta data descrivere un segmento di cerchio 
capace di un angolo dato , vale a dire un segmento tale che 
gli angoli in esso iscritti sieno uguali all'angolo dato (fig. 63 ). 

Soluzione. Sia AB la retta data. Si costituisca 1 ’ angolo ABF 
uguale all’angolo dato; s’innalzi BO perpendicolare a BF, e GO 
perpendicolare ad AB nel punto di mezzo G ; il punto d’ incon- 
tro 0 sarà il centro , ed OB il raggio del cerchio richiesto. 

Infatti, essendo BF tangente, 1 ’ angolo ABF avrà per misura 
la metà dell’arco ACB (n.° 216 ); ma l’angolo AMB iscritto 
nel segmento AMNB ha pure t per misura la metà di quell’ ar- 
co , dunque i due angoli sono uguali , e^il problema è ri- 
soluto. 

243 . V. Dividere una retta data in media ed estrema ragione , 
vale a dire in due parti tali che la maggiore sia media pro- 
porzionale tra la minore e la retta intera ( fig. 80 ). 

Soluzione. Sia AB la retta data. S’innalzi dal punto B la per- 
pendicolare BC uguale alla metà di AB ; col centro C , e col 
raggio CB si descriva un cerchio , e si unisca la retta AC, che 
si prolunghi in E. Finalmente si conduca la corda EB , ed a 
questa la parallela DF * la quale dividerà la retta data nel modo 
cercato. 

Infatti nel triangolo ABE essendosi tirata DF parallela ad EB, 
si avrà ( n.° i4i ) 

AB : FB \ ; AE : DE) . . 

FB : AF : : DE : ADS W 

Inoltre essendo AB tangente , ed AE secante si ha ( n.° 2a3 ) 
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AE : AB ! ; AB : AD, ma AB è uguale al diametro DE, perchè 
per costruzione AB è doppia del raggio BC , dunque 
AE : DE ; ; DE: AD. 

Ora, se si paragoni questa proporzione con le due (a) , si ve- 
drà che esse hanno una ragione comune ; e però sarà 

AB : FB ; ; FB : FA ; che è quanto si cercava. 

244,. VI. Costruire un triangolo essendo dati tre de’ suoi ele- 
menti , ira i quali vi sia almeno un lato. 

Soluzione. Questo problema generale ne abbraccia quattro parti- 
colari , diversi per la diflerente combinazione de’ dati. 

I. Sieno dati i tre lati ( fig. 72 ). Si tiri una retta AB uguale 
ad uno di questi lati ; indi col centro in A, e con un raggio uguale 
ad un altro lato si descriva un cerchio: parimente col centro in B , 
c con un raggio uguale al rimanente lato si descriva un secondo 
cerchio che taglierà il primo ne’ punti C, e D. Finalmente si con- 
ducano i raggi AC, BC , e si avrà il triangolo richiesto ABC. 

24S. Scolio. Dalle proprietà del triangolo è manifesto che cia- 
scuno de’ tre lati dati dev’ esser minore della somma degli altri 
due ; e però con tre rette prese ad arbitrio non sempre si può 
descrivere un triangolo. 

24.6. II. Sieno dati due angoli ed un lato ( fig. 81 ). Se i due 
angoli sono adiacenti al lato dato , si condurrà una retta DE 
uguale a questo lato ; indi si farà al punto D l’ angolo FDE 
uguale ad uno degli angoli dati , ed al punto E l’ angolo FED 
uguale all’angolo rimanente; le rette DF, EF incontrandosi da- 
ranno il triangolo cercato. 

Se il lato dato dovesse essere opposto ad uno de’ due angoli 
dati , si tirerà AB uguale a quel lato ; si farà 1 ’ angolo CAB 
uguale all* angolo adiacente ad AB , e finalmente in un punto 
qualunque M della retta AC si costruirà l’ angolo AML uguale 
all’ altro angolo dato : la parallela BC ad ML darà il triangolo 
richiesto ACB. Infatti , in virtù delle parallele l’angolo ACB=AML. 

247* Scolio. E chiaro che gli angoli dati presi insieme debbono 
essere minori di due retti. 

248. III. Sieno dati due lati e l’ angolo da essi compreso 
(fig. 82). 

Si conduca una retta indefinita DF , ed al punto D si faccia 
l’ angolo EDF uguale all’ angolo dato ; indi sopra DE , DF si 
prendano le parti DG , DII rispettivamente uguali ai lati dati , 
e si tiri GB-, il triangolo DGlt sarà quello che si cercava. 

249. IV, Sieno dati due lati ed un angolo opposto ad uno 
di essi ( fig. 83 ). 

Sono da considerarsi due casi. 

i.° Se l’angolo dato C è retto o ottuso , ed è opposto al 
lato B , che si suppone maggiore di A. In tal caso si faccia l’an- 
golo MDJV ~ C, e si prenda DE = A, indi col centro in E , 
e con un raggio =s B si descriva un cerchio , che taglierà la 
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retta GN in due punti situati a parti contrarie del punto D\ pe- 
rocché abbassando dal punto E sopra GN la perpendicolare, que- 
sta caderà nell’angolo acuto EDG , e fi saranno due oblique 
uguali EF, EG situate come nella figura, essendosi supposta ED 
minore di EF , ovvero li. Da questa costruzione si hanno dun- 
que due triangoli EDF , EDG , ma solo il primo risolve il pro- 
blema nel senso preciso dell’ enunciato. 

È poi evidente che nel caso dell’ angolo retto, si potrà pren- 
dere uno qualunque de’ due triangoli EDF , EDG ; e che se il 
lato opposto B fosse minore o uguale ad A , il problema sareb- 
be impossibile nel caso dell’ angolo retto , o“ ottuso. 

a . 0 Se l’angolo C è acuto, ed il lato opposto B seguiti ad 
esser maggiore di A , la costruzione precedente ha sempre luogo; 
e qui pure si vede- che si hanno due triangoli, de’ quali un solo 
soddisfa a tutte le condizioni del problema. 

Ma se C è acuto, e B minore di A , in tal caso si faccia (fig. 84) 
l’angolo BKQ=C, si prenda KI =A\ indi col centro in/, e con 
un raggio = B si descriva un cerchio , il quale taglierà la ret- 
ta KQ in due punti L , P situati da una medesima parte del 
punto K. Infatti, abbassando la perpendicolare IM , è manifesto 
che vi devono essere due oblique uguali JL , IP situate come 
nella figura ; essendosi supposto IK maggiore di IL. Laonde si 
avranno due triangoli ILK , IPK , i quali soddisferanno ambedue 
al problema proposto. 

a5o. Scolio. Qualunque sia 1* angolo C (fig. 83 ) , il problema 
non potrà risolversi , allorché il lato B opposto all’ angolo C fosse 
minore della perpendicolare abbassala dall’ estremità E del lato 
adiacente sulla retta indefinita GN (*). 

(*) Nella prop. 22 lil>. I degli elementi di Euclide trovasi risoluto solo 
il primo de’ precedenti quattro problemi relativi alla costruzione del trian- 
golo , c la soluzione che se ne dà ha meritata la giusta censura di Tom- 
maso Simpson , e di altri geometri, perchè non si era prima dimostrato 
che i due cerchi devono intersecarsi. Roberto Simson , che crede alla in- 
fallibilità di Euclide , confessa una tale mancanza , e non avendo potuto 
rovesciarla , secondo il suo solito , sul povero Teono , sostiene che ogni 
principiante può supplire a quella con un ragionamento ch’egli fa, senza 
avvedersi che siffatto rùtauro non è sufficiente; perocché (fig. 72 ) se i 
centri de due cerchi fossero situati da una medesima parte della linea CD 
che unisce i punti d’ intersezione , vi bisognerebbe un ragionamento diverso 
per provare che i due cerchi devono tagliarsi. Adunque , quasi all’entra- 
ta della geometria , un principiante dovrebbe fare due ristaimi , uno dei 
quali c sloggilo alla sagacità dello stesso Simson , che può riguardarsi 
1 Archimandrita de’ ristauralori , e vendicatori di Euclide! 

Ed il difetto di cui parliamo è tanto più grave in quanto che il geo- 
metra greco tratta delle intersezioni de’ cerchi nel lib. 8 ’, mentre se ne 
aveva bisogno nel lib. 1 , senza contare che ne parla in un modo assai 
imperfetto , limitandosi a provare che due cerchi non possono tagliarsi in 
più di due punti. 1 

Primo, per quanto sappiamo, ad introdurre negli clementi di georne- 
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CAPITOLO Vili. 


DE* POLIGONI ISCRITTI E CIRCOSCRITTI AL CERCHIO. 

r5i. Un poligono dicesi iscritto nel cerchio, quando ciascuno 
de’ suoi angoli ha il vertice sulla circonferenza : in tal caso il 
cerchio si dirà circoscritto al poligono. 

aì) 2 . Un poligono è circoscritto al cerchio , se ciascuno de’ suoi 
lati è tangente alla circonferenza ; ed allora il cerchio si dirà 
iscritto nel poligono. 

a53. Dicesi regolare un poligono , quando è equilatero ed 
equiangolo . 

Vi sono poligoni regolari di ogni numero di lati. Il triangolo 
equilatero è quello di tre lati,* ed il quadrato, quello di quattro. 


tria la soluzione compiuta del problema generale che abbiamo considerato 
qui sopra , è stato il Legendre , che scrisse una istituzione geometrica ade- 
quata allo stato attuale delle matematiche , dovendo quel problema servire 
non solo a dare la risoluzione gratica del triangolo , ma a rischiarare i 
casi dubbj della trigonometria rettilinea. Ma in vece di lodo , gli autori 

0 l’autore dell’opuscolo anonimo intitolato < osservazioni di alcuni no- 
velli professori , ccc. i ne hanno cavato un argomento per dichiarare la 
geometria del Legendre perniciosa alla istituzione della gioventù 111 

Ecco quello che si legge alla pagina So dell’ opuscolo accennato : c Egli 
» (Legendre) trascura la determinazione, che doveva premettervi, che 

* poi reca in uno scolio , dopo eseguita la costruzione del problema ; ed 

* ivi assegna per essa che in tutt’ i casi il lato sottendente non debba esser 
» minore della perpendicolare abbassata dall’ estremo del lato adiacente dato 
» sull’ altro di esso ; il che è falso ; poiché se un tal lato pareggiasse la 

* perpendicolare , e però il lato adiacente dato , nel caso dell’ angolo 
» retto , il triangolo non risulterebbe ; c nel caso dell’ angolo ottuso ca- 
» drebbe verso l’ angolo conseguente del dato , ed il triangolo non sarebbe 

* quello che si cerca. 

L’ Ipercritico ha parlato ; ascoltiamo ora il Legendre : 
t Le problème serait impossible dans tous les cas , si le còte èlait plus 

1 petti que la perpendiculaire abaissée de E sur la ligne DF ( Lib. II 
» probi. XI). 

Ora tra il fosse minore dell’autore francese, ed il non debba esser 
minore dell’ ipercritico vi passa una grandissima differenza. Dicendo il 
Legendre fosse minore in modo assoluto , enuncia una proposizione che 
non potrebbe esser negata che dai soli ignoranti ili geometria. Al contrario 
il non debba esser minore fa supporre che potrebbe essere maggiore o 
uguale ; il che travolge totalmente il pensiero del Legendre , pensiero che 
risultava anche manifesto da ciò che l’ autore francese aveva detto prece- 
dentemente, cioè che nel caso dell’angolo retto o ottuso il lato sotten- 
dente doveva esser maggiore del lato adiacente. 

L’ ipercritico ha dunque travisate le parole di un classico scrittore per 
largii dire ciò che non ha mai detto ; ed in questo modo intende egli 
provare che l’opera del Legendre è perniciosa alla istituzione della gio- 
ventù ? Proverà egli in vece , la sua dottrina in fatto di gramatica . o la 
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PROPOSIZIONE LXXX1II — TEOREMA. 

254 . In ogni triangolo può iscriversi e ad ogni triangolo può 
circoscriversi un cerchio ( fig. 8 d ). 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque: si divida per mezzo 
l’angolo A con la retta Ai) ( n. u 60 ), e l’angolo lì colla retta 
BO, e dal punto d’ incontro 0 delle due rette si abbassi la per- 
pendicolare OF sul lato AC ; indi eoi centro iu 0 , e col rag- 
gio OF si descriva un cerchio ; dico che questo sarà iscritto nel 
triangolo. 

Infatti , si conduca OD perpendicolare ad AB , ed OE a BC. 
Ne’ triangoli AOF,ADO gli angoli in jP, é D sono retti , l’an- 
golo DAO—OAF per costruzione, dunque sarà il terzo angolo 
uguale al terzo ; ed essendo il lato AO comune , saranno uguali 
i due triangoli , onde si avrà OF= OD. Nello stesso modo si 
dimostra che OD=OE ; e quindi il cerchio è iscritto.nel triangolo. 

La seconda parte della proposizione è evidente , dapoichè per 
tre punti A,B,C non in linea retta , può sempre passare una 
circonferenza . C\. D. D. 

255. Scolio. E facile vedere che le tre rette OA,OB,OC che 
dividono per mezzo i tre angoli di un triangolo concorrono in 
un medesimo punto. 

PROPOSIZIONE tXXXIV — TEOREMA. 

256. Duo poligoni regolari d' un medesimo numero di lati 
sono simili (fig. 86 ). 

Dim. Sieno ABD , al/d due poligoni regolari d’ un medesimo 
numero di lati; dico che sono simili. Infatti , siccome il valore 
di un angolo di questi poligoni dipende dal numero de’ lati 


finezza della sua logica che gli fa sospettare ed annunziare con tanta fran- 
chezza l’ errore di un grande uomo in cosa di sì poco momento. 

Ma lasciando andare l’ ipercritico che si nasconde sotto la maschera dcl- 
l’ anonimo , osserviamo che volendo staro alla generalità della geometria , 
e non Volendo considerare il caso particolare del triangolo , l’ ultimo proble- 
ma dovrebbe essere enunciato nel modo seguente : 

< Essendo dato un angolo qualunque MDN , c presa sopra DM una 
» parte DE uguale ad una retta data , trovare sulla retta indefinita 
» GN un punto F tale che la congiungenlc EF risulti di data gran- 
t dezza ( fig. 83 ). 

E qui si noti che il fosse minore del Lfegendrc detto in modo assoluto 
si avvera, e quando il problema è proposto nell’ accennata forma generale, 
e quando si limita al caso (particolare del triangolo. Il che serve a mo- 
strare con quanta circospezione e rispetto si deve procedere allorché si 
esaminano i detti de’ sommi scrittori. Ma non perciò l’ipercritico farà senno. 

io 
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{ n.° 81 ) , che è Io stesso in ambedue, gli angoli di detti po- 
ligoni saranno uguali : da un’ altra parte i lati sono proporzio- 
uali , perchè uguali in ciascun poligono ; dunque i poligoni pro- 
posti sono simili ( n.° i 65 ). C.D.D. 

257, Corollario. Di qui si deduce che i perimetri de' poligoni 
regolari d’ un medesimo numero di lati stanno come i lati omolo- 
ghi , e le loro aje come i quadrati degli stessi lati ( n.° 166 ). 

PROPOSIZIONE IXXXV — teorema. 

J 

a 58 . Ad ogni poligono regolare può essere iscritto e circo- 
scritto un cerchio ( fig. 87 ). 

Dim. Sia ABE un poligono regolare : se per i punti /, e K 
di mezzo de’ lati AB,BC si conducano su questi lati le perpen- 
dicolari 10 ,K 0 , il punto d’incontro 0 sarà il centro del cer- 
chio che passa per i tre punti A,B,C ( n.° 225 ) ; dico ora che 
questo cerchio passerà ancora pel punto D , vale a dire che 
OD— OC. Infatti i triangoli isosceli AOB,OBC sono uguali per- 
chè hanno i tre lati respcltivamcnte uguali; dunque l’angolo 
OBA—OBC , e la retta BO divide l’angolo B in due parti 
uguali: ma l’angolo OBC= OCB , ed è poi l’angolo B=>C , 
dunque OC divide 1 ’ angolo C per mezzo , e quindi risulteranno 
uguali i triangoli OCB,OCD avendo un angolo uguale compreso 
fra lati respcttivamente uguali. Laonde si avrà OD=OC. Nello 
stesso modo si dimostrerà che OD=OE=OF . 

Rimane a dimostrarsi che il cerchio descritto col centro in 0 
e col raggio 01 è iscritto nel poligono ABE ; ma ciò è mani- 
festo essendo le corde uguali AB,BC,CD , ec,. . equidistanti dal 
centro . C. D. D. 

259. Scolio I. Il punto 0 , centro comune del cerchio iscrit- 
to e del cerchio circoscritto si considera ancora come centro 
del poligono regolare ; e per questa ragione gli angoli AOB 
BOC , COD , ec... diconsi angoli al centro del poligono. È 
manifesto che tutti gli angoli al centro d’ un poligono regolare 
sono uguali fra loro , c che il valore di ciascuno di essi si ot- 
tiene dividendo la somma di tutti gli angoli al centro , ossia 
quattro retti, pel numeroTde' lati del poligono. 

260. Scolio II.* Si noli ancora che se si divida la circonfe- 
renza in un numero qualunque di parti uguali AB,BC,CD, ec. 

( fig. 87 ) , e si uniscano i punti di divisione A,B,C, ec. : con 
altrettante corde, il poligono iscritto ABCDEF sarà un po- 
ligono regolare. 

Infatti, essendo uguali gli archi AB,BC,CD , ec.. saranno 
uguali le corde AB,BC,CD, ec. ; come pure gli angoli ABC , 
BCD , CDE , ec. , perchè iscritti in uguali segmenti. 

Se dunque si sapesse dividere la circonferenza in quel numero 


\ 
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• GEOMETRIA PIANA. qì> 

di parti uguali che si vuole , si potrebbe iscrivere in un cer- 
chio dato qualunque polìgono regolare. Ora, questo problema 
non ammette soluzione generale , appunto perchè con la riga ed 
il compasso non si può dividere la circonferenza in qualsivoglia 
numero di parti uguali. Ne’ seguenti problemi vedremo quali 
sono i poligoni regolari che si possono iscrivere in un cerchio 
dato , e per conseguenza circoscrivere ; essendo queste due cose, 
come si vedrà , intimamente connesse fra loro. 

Problemi. 

261. I. Iscrivere un quadralo in un cerchio dato (fig. 88). 

Soluzione. Si conducano due diametri AC,BD che si taglino 

ad angoli retti , e si uniscano le estremità A,B,C, 1 ) colle cor- 
de AIÌ,BC,CD,DA ; la figura ABCD sarà il quadrato iscritto, 
perchè essendo uguali gli angoli al centro, gli archi AB,BC ctc. 
risultano uguali , e però il poligono sarà regolare ( n.° 260). 

262. Scolio. Il triangolo ABO essendo rettangolo ed isosce- 
le , ne risulta che il quadrato di AB è doppio del quadrato^dj 

AO. Quindi si avrà AB* : Ai >* '.'.2:1, ovvero AB:AO\ : 1, 
vale a dire che il lato del quadrato iscritto sta al raggio come 
la radice quadrata di 2 sta all’ unità. 

263. II. Iscrivere un esagono regolare ed un triangolo equi- 
latero in un cerchio dato ( fig. 89 ). 

Soluzione. Supponiamo il problema risoluto , e sia AB un 
lato dell’esagono iscritto; se si tirino i raggi OA, OB dico clic 
il triangolo AOB è equilatero. Imperocché , essendo per ipotesi 
l’arco AB la sesta parte della circonferenza , sarà l’angolo al 
centro AOB la sesta parte di quattro retti , o la terza di due 
retti ; per conseguenza gli angoli A.,B del triangolo isoscele AOB 
equivalgono insieme a due terze parti di due retti, e però cia- 
scuno di essi è la terza parte di due retti. Laonde il triangolo 
AOB è equiangolo, c quindi equilatero. Dunque il lato dell’ esa- 
gono iscritto è uguale al raggio. Dal che ne segue che portando 
il raggio sei volte sulla circonferenza si avrà il poligono cercato. 

Se ora si conducano le rette AC,CE,EA , il triangolo iscritto 
che ne risulta sarà equilatero , dapoichè le rette accennate sono 
le corde degli archi uguali ABC,CDE,EFA. 

a 64 - Scolio. La figura ABCO essendo una losanga , sarà 
(n.° i 83 ) il quadruplo quadrato di AB uguale alla somma dei 
quadrati di AC, e di BO\ ma AB=BO , dunque il quadrato di AC 
sarà triplo del quadrato di AB. Laonde se AII=? 1 , si avrà 
AC—\/T, vale a dire che 

Il lato del triangolo equilatero scritto sta al raggio come la 
radice quadrata di 3 sta all' unità. 

265. III. Iscrivere in un cerchio dato un decagono , un pen- 
tagono , ed un pentedecagono regolare (fig. 90). 
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76 SEZIONE PRIMA. 

Soluzione. i.° Si divida il raggio AO in media ed estrema 
ragione nel punto M ( n.° 243 ) ; indi col centro in A e con un 
raggio=J/0, ossia al segmento maggiore , si descriva un arco che 
tagli la circonferenza nel punto B , la corda AB sarà il lato del 
decagono richiesto. Infatti , si conduca il raggio OB , e la ret- 
ta BM. E poiché per costruzione AO : OM \ ; OM : MA , ed 
è MO=-AB , si avrà AO : AB ; ; AB : MA , e quindi il triango- 
lo ABO sarà simile ( n.° 1 ì 3 3 ) al triangolo AMB ; ma il primo 
è isoscele, dunque lo è ancora il secondo, e sarà AB—BM=MO , 
e per conseguenza il triangolo BMO risulterà pure isoscele. Laon- 
de 1 * angolo AMB esterno al triangolo MOB sarà doppio dell* an- 
golo 0 : ma l’angolo AMB=MAB=ABO ; dunque il triangolo 
isoscele AOB è tale che ciascuno de’ suoi angoli alla base è dop- 
pio dell’ angolo al vertice , il quale sarà perciò la quinta parte di 
due retti , o la decima parte di quattro retti. Dunque l’ arco AB 
è la decima parte della circonferenza , e la corda AB è il lato 
del decagono regolare iscritto. 

2. 0 Unendo di due in due i vertici del decagono regolare iscrit- 
to , si avrà evidentemente il pentagono regolare iscritto. 

3 .° Finalmente se si adatti nel cerchio una corda AL uguale 
al lato dell’esagono, e, partendo dallo stesso punto A, la corda AB 
ugualecome qui sopra al lato del decagono, la corda dell’ar- 
co BL sarà il lato del pentedecagono regolare. 

Infatti , essendo l’ arco AL la sesta parte , o ~ della circon- 
ferenza , e l’arco AB la decima parte, o -’g della circonferenza 
medesima, 1 ’ arco BL , differenza de’ due archi accennati, sarà 
ovvero -jt della circonferenza ; e per conseguenza la corda BL 
sarà il lato del peutedecagono richiesto. 

266. Scolio. Un poligono regolare essendo iscritto nel cerchio, 
se si dividano gli archi sottesi dai suoi lati in due parti uguali , e 
si conducano le corde delle metà degli archi , si avrà un poli- 
gono regolare iscritto di un numero doppio di lati. 

Laonde il quadrato può servire ad iscrivere successivamente i 
poligoni regolari di 8 , 16 , 32 , ec. lati ; il decagono quelli 
di 20 , 4 ° > 80 , ec. lati; il pentedecagono quelli di 3 o , 60, 
120, ec. lati (*). 


(*). Si è creduto per lungo tempo che questi poligoni fossero i soli che 
potessero iscriversi con i mezzi della geometria elementare , cioè con la 
riga ed il compasso ; ma il sommo geometra Gauss di llrunswick ha sin 
dal 1801 dimostrato che con gli stessi mezzi si può iscrivere il poligono 
di 17 lati; ed altri ancora. Questo grande risultato è stato ottenuto dal 
celebre geometra per mezzo dell’Algebra. Tutta la vantata geometria de- 
gli antichi si è arrenata in questo argomento elementare ; e saremmo ri- 
masi dove gli antichi erano giunti , se 1’ analisi algebrica non veniva in 
soccorso della geometria. 

Pare che 1 ’ autore anonimo dell’ opuscolo , di cui più volle abbiamo 
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267. Il quadrato del lato del pentagono regolare iscritto è 
uguale al quadrato del raggio più il quadrato del lato del de- 
cagono regolare iscritto nel medesimo cerchio ( fig. 91 ). 

Dim. Sia ABCDE il pentagono regolare iscritto. L’ angolo al 
centro BOA e | di un retto ( n.° 25 q ) ; per conseguenza cia- 
scuno degli angoli OAB,OBA è -§■ di un retto. Ora, se si divida 
F arco BFA per metà , ciascuna delle corde BF,FA sarà un lato 
del decagono , c F angolo al centro AOF sarà \ di un retto. 
Ciò premesso , si divida F arco FGA per mezzo nel punto G , e 
si conducano le rette OG,FM ; ne risulterà il triangolo AFM 


parlato , non avesse neanche il sospetto di questi progressi della geome- 
tria; dapoichè alla pag. Si si esprime cosi : 

> Avrebbe pur dovuto ( Legcndre ) non tralasciare la descrizione del 
» quindecagono nel cerchio , eh’ Euclide reca ne’ suoi clementi ; perchè 
s questa doveva servire a definire tutt’i rettilinei regolari, che si pos- 
* sono elementarmente iscrivere nel cerchio , e quindi tutte quelle divi- 
» sioni della circonferenza in parti uguali , che possonsi eseguire per mezzo 
1 della Geometria elementare 1 . Crede forse l’ ipercritico che la iscrizione 
del poligono regolare di 17 lati non possa farsi con i mezzi della Geome- 
tria elementare , cioè con la intersezione della linea retta c del cerchio 1 
Se in luogo di criticare la Geometria di Legcndre , si fosse messo a stu- 
diarla con L’ attenzione che merita ; non solo vi avrebbe trovato fatta men- 
zione della scoverta del signor Gauss , ma vi avrebbe trovata ancora una 
maniera d’ iscrivere il quindecagono assai più semplice di quella di Eucli- 
de ; c soprattutto avrebbe veduto come in poche proposizioni facili e gene- 
rali ha saputo l’autore moderno racchiudere tutto il lib. 4 del geometra 
antico , senza i numerosi e nojosi casi particolari , di cui si compone il 
libro accennato. 

Ma , o perchè l’ anonimo avesse le traveggole , o perchè , non essendo 
forte linguista , come abbiamo osservalo ( n.° 200 ) , non si accorse che la 
parola greca pentedecagono del Legcndre equivaleva all’ ibrida di quindeca- 
gono usata dalla più parte degli scrittori ; sentenziò che il geometra fran- 
cese aveva tralasciata la descrizione di quel poligono 1 E si che il povero 
Legendre aveva questa volta promesso formalmente di parlarne nella stessa 
enunciazione del problema ; mentre spesso , per seguire l’ ordine naturale 
delle idee , racchiudo in corollari! e scolii alcune importanti proprietà. 

Nè questa è la sola mutilazione fatta dall’ ipercritico alla Geometria di 
Legendre ; perocché , prendendo per modulo infallibile Euclide anclic nelle 
sue dimensioni materiali , c senza incaricarsi se il trattato moderno è scritto 
con lo stesso o con diverso ordine , con lo stesso o con diverso scopo , 
adatta i primi due libri di Legendre sopra i corrispondenti del geometra 
greco , come sul letto di Procustc , e ne taglia il soverchio ; dichiarando 
inutili più della metà delle proposizioni in essi contenute , c quasi tutti i 
corollarii e gli scolii , per la sola potentissima ragione che non si trovano 
in Euclide , o che possono facilmente ricavarsi da Euclide ! E con questa 
logica pretende l’ ipercritico di fare la scuola ad un matematico di primo 
ordine ? Ili Risponda per noi il lettore. 
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78 sezioni; prima, 

isoscele e simile al triangolo AFB. Infatti, lo rette MA, MF sono 
uguali come oblique equidistanti dalla perpendicolare OG (n.° 202); 

S ìtcìò l’angolo MFA—MAFz=.FAB—FBA, cd i triangoli FMA, 
FA sono simili e danno la proporzione , 

AM : AF ; ; AF : AB, dalla quale si ricava 
AF* —AMX.IB ... (1) 

Parimente il triangolo BOM , di cui duo angoli OBM,BOM val- 
gono ciascuno ■§• di un retto, è isoscele e simile al triangolo BOA 
che trovasi nelle medesime circostanze rispetto agli angoli OBA, 
OAB ; e quindi si ha la proporzione MB :B 0 BO : AB , da 
cui si deduce 

BO* = MBxAB . . . (2). 

Aggiungendo tra loro le uguaglianze (t), c (2), si avrà che 
il quadrato di AF più il quadralo di BO è uguale ad AB mol- 
tiplicata per una sua parte AM, più la stessa AB moltiplicata per 
l’altra parte MB, vale a dire ad AB moltiplicala per se stes- 
sa , ossia al quadrato di AB. C.D.D. (*). 

268. Scolio. E facile ora determinare il lato del quadrato, del 
triangolo equilatero , del decagono , e del pentagono , essendo 
dato il raggio AB ( fig. 92 ) del cerchio , in cui quei poligoni 
devono essere iscritti. Infatti , se AB rappresenta il raggio del 
cerchio, s’innalzi ad esso la perpendicolare BC=AB , e si ti- 
ri AC ; sarà questo il lato del quadrato. Sopra AC si alzi la 
perpendicolare CD=AB , e si conduca DA. Sarà questo il lato 
del triangolo equilatero iscritto , dapoichè il quadrato di AD ri- 


(*) Gii volesse paragonare questa dimostrazione con quella che trovasi 
nel Lib. i3 di Euclide , resterebbe subito convinto della facilità , e bre- 
vità con cui qui procede la moderna geometria in confronto dell’ antica , 
in virtù delle proprietà delle perpendicolari c delle oblique e de’ principi! 
stabiliti intorno alla misura degli angoli e delle aje , che mancano negli 
elementi euclidei. Ciò non ostante 1’ autore dell’ opuscolo innominato vor- 
rebbe proscrivere dalla geometria le misure c le proprietà delle perpendi- 
colari c delle oblique , per la solita bellissima ragione che in Euclide non 
si trovano. Ed appoggiandosi ad un argomento cosi convincente , prende 
occasione di censurare stoltamente il Lcgendre e tutti gli altri autori mo- 
derni di clementi geometrici; come se il massimo degli antichi geometri, 
Archimede non ci avesse lasciata la misura del poligono c del cerchio , e 
quello eh’ 6 più , non avesse assegnato in numeri , il rapporto approssi- 
mativo della circonferenza al diametro !!! Chi sa se le acque di Lete basta- 
rono a purgare il geometra di Siracusa della brutta macchia che aveva con- 
tratta , abbandonandosi in queste ricerche a considerazioni ageometriche , 
e specialmente introducendo nella nobile scienza dell' estensione le basse 
vedute numeriche , il cui cattivo odore dà tanta molestia all’ olfatto deli- 
cato dell’anonimo?! Non v’ha dubbio che l’esempio di quel primo no- 
vatore ha fatto molto male alla Geometria , sviando la scienza dal nobi- 
lissimo scopo cui , nella tarda posterità , l’ aveva riservata il nostro ano- 
nimo , di non servire a nulla I 
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sulla triplo del quadrato del raggio AB. Finalmente sì divida il 
raggio AB in media ed estrema ragione nel punto E, e sia EB 
il segmento maggiore ; questo sarà il lato del decagono , e la 
congiungente CE sarà il lato del pentagono. 

PROPOSIZIONE L XXXVII — - TEOREMA. 

269. Essendo iscritto in un cerchio un poligono regolare, 
si può sempre circoscrivere al cerchio medesimo un poligono 
simile ( fig. g3 ) . 

Dim. Sia abd il poligono iscritto ; si dividano gli archi ab, bc eie. 
ciascuno in due parti uguali ne’ punti m, n, k, l, r, e per questi 
punti si tirino le tangenti AB,BC,CD , ecc. ; dico che il poli- 
gono ABD formato dall' incontro di queste tangenti è simile 
ad abd. 

Infatti , essendo uguali gli archi mr, mn, nk , ecc. , le loro 
corde sono pure uguali; per conseguenza saranno uguali i trian- 
goli rAm,mBn, nCk, ecc., che hanno queste corde eguali per 
basi, e gli angoli adiacenti eguali, perchè ciascuno di essi è for- 
mato da una tangente e da una corda, ed ha per misura la metà 
di un arco eguale all’arco mr ( n.° 216). Da questi triangoli 
isosceli ed eguali si ricava subito che le tangenti AB,BC,CD, etc. 
sono tutte eguali fra loro , come pure gli angoli A,B,C, etc. ; 
e però il poligono circoscritto sarà regolare e simile all’ iscritto 
(n.o 256). C.D.D. 

270. Corollario. Se è dato il poligono circoscritto ABD, tirando 
le corde mr, mn, nk, ecc. , il poligono iscritto che ne risulta 
sarà simile al circoscritto. Parimente è facile vedere che se si 
dividono per mezzo gli archi mr, mn, nk, ecc . , e si congiungo- 
no i punti di mezzo a,b,c, ecc . , il poligono abd che ne nasce 
è anche simile ad ABD. 

PROPOSIZIONE LXXXVIII TEOREMA. 

271. L'aia d'un poligono regolare ha per misura il suo pe- 
rimetro moltiplicato per la metà del raqqio del cerchio iscrit- 
to ( Gg- 87 ). 

Dim. Imperocché , se dal centro 0 del poligono regolare ABE 
si conducano a tutti i vertici di esso le rette OA,OB,OC , ecc., 
si dividerà questo poligono in tanti triangoli isosceli uguali , 
quanti sono i suoi lati. Ma 1’ aja di uno di questi triangoli AOB 
ba per misura la sua base AB moltiplicata per la metà della sua 
altezza 01 , raggio del cerchio iscritto nel poligono; dunque 
l’aja di quest’ ultimo avrà per misura la somma delle basi dc’trian- 
goli , cioè il suo perimetro moltiplicato per la metà del raggio 
del cerchio iscritto. C.D.D. 
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272. Scolio. Si noti che il raggio 01 del cerchio iscritto prende 
ancora il nome di apotema del poligono regolare ; e che il rag- 
gio OA del cerchio circoscritto si chiama talvolta raggio del po- 
ligono regolare. 

PROPOSIZIONE LXXXIX — TEOREMA. 

073. I perimetri de 1 poligoni regolari d’ un medesimo nume- 
ro di lati stanno come i raggi de’ cerchi iscritti e cireoscritti ; 
e le loro aje come i quadrali di questi medesimi raggi (fig. SO ). 

Dim. Sieno ABD,abd due poligoni regolari dello stesso nu- 
mero di lati ; e sieno AO,ao i raggi de’ cerchi circoscritti , ed 
OH, oh quelli de’ cerchi iscritti. 

Essendo l’ angolo A=a , le loro metà , cioè gli angoli OAI1, 
oah saranno uguali ; e perciò risulteranno simili i due triangoli 
rettangoli OAH , oah , onde si avrà 

AII : ah ; ; AO : ao'.'. OH : oh , 

ed elevando a quadrato i termini di queste proporzioni sarà pure 

AH '• ah ; AO : ao \\ OH : oh 

Ma i perimetri de’ poligoni simili ABD , alni stanno come i lati 
AB, ab, o come le loro metà AH, ah-, e le aje degli stessi poligoni 
stanno come i quadrati di questi medesimi lati , o delle loro me- 
tà ; dunque il teorema enunciato rimane dimostrato. C.D.D. 

CAPITOLO IX. 

DELLA MISURA DEL CERCHIO. 

274. La trasformazione di un poligono in un triangolo equiva- 
lente ( n.° i 38 ) , e quella di un triangolo in un quadrato equi- 
valente ci ha dato il mezzo di otleuere la quadratura di un po- 
ligono qualunque. Rimane ora a vedere se si’ può trasformare il 
cerchio in un triangolo , e quindi in un quadrato equivalente ; 
dapoichc senza questa trasformazione sarebbe impossibile ottenerne 
la misura. 


PROPOSIZIONE XC — LEMMA- 

375. In un cerchio dato si può iscrivere e circoscrivere un 
poligono regolare che differisca dal cerchio medesimo di una 
quantità minore di qualunque data. 

Dim. i. Nel cerchio dato ( fig. 94 ) s’iscriva il quadrato ABCD. 
indi l’ottagono regolare AEKL , o condotta la tangento MN , si 
compia il rettangolo ABNM. Essendo il triangolo AEB metà di 
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questo rettangolo , perchè ha con esso la stessa base e la stessa 
altezza , ed essendo il rettangolo maggiore del segmento ABE ; 
ne segue che il triangolo è più della metà del segmento. Quindi 
ciascuu triangolo AEB, BKC, CLD, DOA toglie più della metà 
dal segmento corrispondente; e per conseguenza iscrivendo i po- 
ligoni regolari di 16 , 32 , 64 , ecc. , lati indefinitamente , si 
vede la possibilità di arrivare ad un poligono tale che lo spazio 
compreso tra il suo perimetro e la circonferenza sia minore di 
qualunque quantità data. 

II. Sieno AB, AC ( fig. gii ) due lati del quadrato circoscrit- 
to ; si divida l’arco BDC per mezzo nel punto D\ indi si con- 
ducano la tangente MN , e le rette BD,DA,DC : sarà MN un 
lato dell’ ottagono regolare circoscritto. Ora , essendo BM=MD— 
DN—NC, come metà di lati dell’ottagono suddetto, se dalle 
tangenti eguali AB, AC, si tolgano le parti uguali MB,NC, 
resterà AM=AN •, e perciò nel triangolo isoscele AMN , la ret- 
ta AD , che unisce il vertice A col punto di mezzo della base , 
è perpendicolare alla base medesima. Laonde 1 * ipotenusa AM è 
maggiore del cateto MD , ovvero di MB-, e per conseguenza an- 
che il triangolo AMD sarà maggiore del triangolo MBD, perchè 
questi due triangoli hanno la stessa altezza e stanno fra loro co- 
me le basi AM, MB. Similmente si dimostra che il triangolo AND 
è maggiore del triangolo NCD ; onde tutto il triangolo AMN è 
più della metà dello spazio compreso fra le due tangenti AB, AC, 
e le due corde BD,DC , e con più ragione dello spazio conte- 
nuto fra le stesse tangenti e l’arco BDC. Dunque il triangolo 
AMN toglie da quest’ ultimo spazio più della metà , per cui ri- 
sulta evidente che, se si circoscrivono i poligoni regolari di 16, 
32 , 64 , ecc. , lati indefinitamente , si potrà arrivare a un po- 
ligono tale che differisca dal cerchio di una quantità minore di qua- 
lunque data. C.D.D. 

rnoposizioNE xci — teorema. 

276. Il cerchio é equivalente a un triangolo rettangolo , di 
cui un cateto rappresenta la circonferenza , e V altro il rag- 
gio ( fig. 9 3 ) . 

Dim. Se è possibile , sia il cerchio mhl maggiore del trian- 
golo E. S’ iscriva in questo cerchio un poligono regolare ahed 
che differisca dal cerchio medesimo di una quantità minore del- 
l’eccesso del cerchio sul triangolo; un tal poligono sarà esso 
pure maggiore del triangolo. Ora , l’ apotema Ox è minore del 
raggio O/n, ed il perimetro abede è minore della circonferenza 
( n, 1 ' 5 i ) ; e però l’aja del poligono, clic risulta dal prodotto 
di due fattori più piccoli di quelli del triangolo (11." 271 ), è 
minore dell’ aja ilei triangolo ( n.° i 34 ) : ina doveva esser mag- 
giore , dunque il cerchio non può esser maggiore del triangolo. 
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Supponiamo in secondo luogo che il cerchio sia minore del 
triangolo. In questa ipotesi , si circoscriva un poligono ABCD 
che differisca dal cerchio di una quantità minore dell’eccesso del 
triangolo sul cerchio; il poligono dovrebbe essere ancor esso mi- 
nore del triangolo , il che è altronde impossibile ; dapoichè l’apo- 
tema Om è uguale al raggio , ed il perimetro è maggiore della 
circonferenza (n.° Si ), per, cui l’aja del poligono ABCD de- 
ve essere necessariamente maggiore di quella del triangolo. Dun- 
que il cerchio è equivalente al triangolo. C.D.D. (*). 

ziy. Corollario. Di qui si deduce evidentemente che 
•i.° Il cerchio ha per misura il prodotto della sua circon- 
ferenza per la metà del raggio. 

2. 0 Due cerchi statino fra loro come i prodotti delle loro 
circonferenze per i respittivi raggi, ovvero in ragion compo- 
sta delle circonferenze e de’ raggi. 

278. Scolio. Se dunque si sapesse rettificare la circonferenza, 
cioè trovare una retta uguale alla circonferenza di un cerchio dato, 
si potrebbe trasformare il cerchio in un quadrato equivalente. 
Vedremo in appresso che la rettificazione della circonferenza non 
si può ottenere che per approssimazione ; e per conseguenza il 
famoso problema della quadratura del circolo non si può risol- 
vere rigorosamente. 

PROPOSIZIONE XCII — TEOREMA . 

279. 1 cerchi stanno fra loro come i quadrati de’ raggi 
(fig. 86). 

Dim, S’ è possibile , abbia il cerchio ABC al cerchio abe mag- 
gior ragione che il quadrato del raggio AO al quadrato del rag- 
gio ao. Nel cerchio ABC s’iscriva un poligono regolare ABCDE 
che differisca dal cerchio medesimo di una quantità tale , che 
la ragione del poligono al cerchio abe sia anche maggiore di 

quella de’ quadrati AO* , ao* ; indi s’iscriva nel cerchio abe un 


(*). Quest’ ammirabile dimostrazione è dovuta ad Archimede , che fu 
il primo a dare la misura del cerchio. Essa è tuttavia la sola che possa 
dirsi rigorosa in tutta la forza del termine ; ciò non ostante questo mera- 
viglioso monumento dell’ antica geometria è da gran tempo scomparso da- 
gli clementi , ed in suo luogo vi si trovano comunemente le dimostrazioni 
fatte co’ limiti , o con gl’ inlinitamente piccoli. Legcndre ha riportata la 
dimostrazione di Maurolico , geometra siciliano ; cd a questo proposito è 
da notarsi che , mentre taluni declamano contro la geometria del Legen- 
drc , non hanno avuto alcuno scrupolo di seguire le orme di questo au- 
tore in tutto ciò che riguarda la misura del cerchio , i cosi detti teoremi 
di Archimede, i triangoli sferici, eccl.. Ed in questo modo Archimede, 
il più grande fra gli. antichi geometri, si trova proscritto da quelli stessi 
che portano a cielo e parlano continuamente dell’antica sapienza geometrica. 
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poligono abcd,e simile al poligono ABCDE. Per ciò che si è dimo- 
strato ( n.°273) , la ragione de’ poligoni ABCDE , abede è eguale 

a quella de’ quadrati AÓ* , ao 2 , e potrà sostituirsi ad essa; e 
poiché la ragione del poligono ABCDE al cerchio aie era 
maggiore di quella de’ quadrati , sarà maggiore ancora di quella 
de’ poligoni. Dunque delle due ragioni che una medesima gran- 
dezza ABCDE serba a due grandezze disuguali ( il cerhio aie 
ed il poligono abede ) , è maggiore quella che serba alla gran- 
dezza maggiore; il che è assurdo. 

Se si volesse supporre la ragione del cerchio ABC al cerchio 

abe minore di quella dei quadrati AO % , ao‘ , ne risulterebbe 
che la inversa , del cerchio abe al c erchio ABC sarebbe mag- 
giore della ragione di ao 2 ad AO ; la quale supposizione col 
ragionamento precedente si è mostrata impossibile. Dunque i 
cerchi stanno fra loro come i quadrati de’ raggi. C.D.D. 

280. Corollario I. Essendo il diamentro doppio del raggio, nc ri- 
sulta che » cerchi stanno fra loro come i quadrati de ’ diametri. 

281. Corollario II. Essendo ( n.° 277 ) due cerchi ABC, abe 
in ragion composta delle circonferenze C,c, e de’raggi B,r, si avrà 

ABC : abe ; CxB : cXr 
ma si è dimostralo qui sopra , 

ABC : abe ” R* : r a ; dunque si avrà 
CxR : cX«* ; I R x : r a , ossia C : c \ ; R : r ; 

la quale proporzione corrisponde al teorema che , le circonfe- 
renze de cerchi stanno fra loro come i raggi,- e per conse- 
guenza anche come i diametri. 

proposizione xciu — teorema. 

282. Il settore ha per misura il prodotto del suo arco per 
la metà del raggio ( fig. 96 ). 

Dim. Col ragionamento fatto nel (n.° ao 5 ) si può dimostrare che 
in un medesimo cerchio , o in cerchi uguali , il settore ACBM 
sta al settore ECDN come 1 ’ arco AMB all’ arco END. Ora, se 
l’ arco END ò un quadrante , il settore ECDN sarà la quarta 
parte del cerchio ; per conseguenza il settore ACBM sta a 4 
volte il settore ECDN , ovvero al cerchio intero , come, 1 ’ arco 
AMB a 4 volle l’ arco END , ossia alla circonferenza. Si ha 
dunque la proporzione Settore : cerchio ; are. AMB : circonfe- 
renza , dalla quale, moltiplicando i termini della seconda ragio- 
ne per la metà del raggio AC , risulta , settore : cerchio ; I 
are. AMBx.\ AC-. circonf.X\ AC\ e poiché i due conseguenti 
sono eguali, saranno eguali anche gli antecedenti ; onde il settore 
ha per misura il suo arco moltiplicato per la metà del raggio. C.D.D. 

283. Scolio. In due corchi differenti, si chiamano archi simili, 
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settori simili , segmenti simili , quelli che corrispondono ad angoli 
al centro uguali. Cosi 1’ angolo 0 ( Gg. 86 ) essendo uguale al- 
l’ angolo o, 1’ arco AMB è simile all’arco amb, il settore AOlìM 
sìmile al settore aobm , cd il segmento ABM al segmento abiti. 

PFOPOSlZIONtl XCIV — TEOREMA. 

e84- Gli archi simili stanno come i raggi , ed, i settori si- 
mili come i quadrati di questi medesimi raggi ( fig. 86). 

Dim. Sieno gli archi simili AMB , amò, ed i settori simili AOBM, 
aobm ; sarà l’angolo 0 uguale all’angolo o. Ora, l’angolo O 
sta a quattro angoli retti come 1’ arco AMB sta alla circonfe- 
renza intera (n.° ao5), ed allo stesso modo l’angolo o, ovve- 
ro 0 , sta a quattro retti come l’ arco amb alla circonferenza ; 
dunque gli archi AMB , amb stanno come le circonferenze di 
cui fan parte, ovvero come i raggi AO , ao. Per la medesima 
ragione i settori stanno come i cerchi , ossia come i quadrali 
de” raggi AO, ao. C.D.D. 

Della rettificazione della circonferenza e degli archi 
del cerchio. 


a85. Se si dinotano con C e C' due circonferenze , e con 
R e R‘ i loro raggi, i diametri saranno 2 R, e '.’.R 1 , ed in virtù 
del teorema ( n.° 281 ) , si avrà C : C 1 iR : 2 R', o permutan- 
do Cx %R\’.G : iR‘ , ovvero ( n.° 94 ) 

C C 1 

2fì 2 lì' 


Quindi apparisce che 

Il rapporto di una circonferenza al suo diametro è costan- 
te , ossia è lo stesso per qualunque cerchio. E però se questa 
quantità costante fosse determinata , si avrebbe la rettificazione 
della circonferenza di un cerchio dato moltiplicando il suo dia- 
metro per la suddetta quantità costante. 

Si rappresenta comunemente con la lettera greca * il rappor- 
to della circonferenza al diametro. Laonde moltiplicando « per 2 R, 
il prodotto 2 «R rappresenterà la circonferenza del cerchio , il 


cui raggio e 


R 


C 


essendo *■= —, si ha %*R=C. In con- 
2 R ’ 


, poiché 

seguenza di ciò , se si moltiplicherà la circonferenza 2 «R per la 
metà del raggio , il prodotto *7?» dinoterà il cerchio che ha R 
per raggio , vale a dire che 

Il cerchio è equivalente al quadrato del suo raggio molti- 
plicato per « -, e la circonferenza al doppio del raggio molti- 
plicato per lo stesso numero. 

Se dunque si potesse assegnare il valore esatto di « , si avreb- 


0 
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be la rettificazione della circonferenza , e quindi la quadratura 
esatta del circolo ; ma ciò non può ottenersi essendo stato dimo- 
strato dal sommo geometra tedesco Lambert che il rapporto della 
circonferenza al diametro è incommensurabile. Adunque non si 
può ottenere il valore di ir che per approssimazione. Archimede 
fu primo ad occuparsi di una così importante ricerca , ed assegnò 
per. valore approssimativo di ir la frazione vale a dire che 
posto il diametro uguale a 7 , la circonferenza sarà approssima- 
tivamente uguale a 22. Questa approssimazione basta in quasi 
tutte le applicazioni della geometria alle arti. Un rapporto assai 
più approssimativo di quello di Archimede è dovuto ad Adriano 
Mezio geometra Olandese , clic trovò c=:— ì. Finalmente si è 
avuta la pazienza di spingere 1’ approssimazione fino a i4o cifre 
decimali , delle quali le prime dieci sono 

* = 3,i4i5926535. 

Una tale approssimazione basta per le applicazioni le più deli- 
cate della geometria ai problemi di Astronomia , di Meccanica , 
ecc .... Laonde la quadratura esatta del circolo non avrebbe alcun 
vantaggio reale sulla quadratura approssimativa, di cui parliamo. 
Passeremo ora ad esporre uno de’ procedimenti più elementari , 
coi quali si è giunto a trovare il valore approssimativo di ir. 

PROPOSIZIONE XCV LEMM <4 • 

286. Essendo dati » raggi r ed 11 de’ cerchi iscritto e circo- 
scritto ad un poligono regolare , trovare i raggi r' ed R' dei 
cerchi iscritto e circoscritto ad un poligono regolare isoperi- 
metro , cioè di equivalente perimetro , ma di un doppio nu- 
mero di lati ( fig. 97 ). 

Soluzione. Sia AC il lato del poligono dato, 0 il suo centro , 
lì il punto di mezzo di AC ; si avrà OB—r , ed OA—B. Si 
prolunghi OB finché sia OD=OA , e si tirino le rette DA,DC. 
Il triangolo AOD essendo isoscele , sarà l’angolo OAD= ODA : 
per conseguenza l’angolo esterno AOB è doppio dell’angolo in- 
terno opposto ODA : similmente si dimostra che 1’ angolo BOC 
è doppio dell’angolo ODC , per cui l’angolo AOC sarà doppio 
di ADC. Di qui si deduce che l’angolo ADC equivale all’angolo 
al centro di un poligono regolare che ha un numero di lati dop- 
pio di quello del poligono proposto. 

Ciò premesso , dal punto O si abbassi sopra AD la perpendi- 
colare 01 , che dividerà AD per mezzo nel punto /, perchè il 
triangolo AOD è isoscele. Ora conducendo III parallela ad AC 
si ha IH : AC\ \ ID : AD ; dunque IH è metà di AC ; e 
quindi IH è il lato di un poligono regolare isoperimelro al po- 
ligono proposto e di un doppio numero di lati. E di più , si 
potrà considerare il punto D come il centro di questo poligono, 
in cui si avrà D31=r' , e DI—B'. 
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Ora per la simigliauza de’ triangoli IMD,ABD si ha 
DM : DB \ | DI : DA\ dunque DM è metà di DB : è poiché 
BD—BO\ OD, ed OD— OA , si avrà 

r-bR 

r '=-r~ (*)» 

vale a dire che il raggio r' è medio proporzionale aritmetico fra 
i raggi r ed R. 

Inoltre nel triangolo rettangolo 01 D essendosi abbassata dal ver- 
tice dell’angolo retto la perpendicolare IM sulla ipotenusa, sarà 
DI media proporzionale geometrica fra DO , e DM, ovvero fra 
AO e DM. Quindi si avrà 

R'—I/TXW- .... (a). 

Ed ecco trovati i raggi de’ cerchi iscritto e circoscritto al poligono 
isoperimetro al proposto e di un doppio numero di lati (*). 


PROPOSIZIONE XCVI PROBLEMA. 

287. Assegnare il rapporto approssimativo della circonferenza 
al diametro ( fig. 98 ). 

Soluzione. Giusta il principio di Archimede ( n.° 5 i ) , la cir- 
conferenza del cerchio circoscritto ad un poligono regolare è mag- 
giore del perimetro del poligono medesimo , mentre la circonfe- 
renza del cerchio iscritto è minore di quello stesso perimetro. 
Quindi risulta manifesto che la circonferenza, la quale fosse uguale 
al suddetto perimetro , dovrebb’ essere compresa fra le due cir- 
conferenze summcnlovate ; e poiché le circonferenze stanno come 
i raggi , si conchiuderà che il raggio di questa terza circonfe- 
renza dev’ essere compreso fra i raggi de’ cerchi iscritto e circo- 
scritto al poligono. 

Ciò premesso , si prenda per punto di partenza uu quadrato , 
di cui un lato AC sia uguale a 2 ; il perimetro sarà 8 , e si vuol 

(*). Questa bella proposizione è dovuta al signor Schawb , che la pub- 
blicò in un piccolo trattato di geometria piana a Nancy nel i 8 i 3 . Per 
mezzo di essa si può trovare non solo col calcolo , ma anche con la riga cd il 
compasso il raggio di un cerchio, di cui la circonferenza differisca dal pe- 
rimetro di un dato poligono regolare tanto quanto si voglia. Legendre alla 
line del Lib. IV della sua geometria dà pure il mezzo di trovare col calcolo , 
o colla riga ed il compasso un cerchiò che differisca da un poligono rego- 
lare tanto quanto si vorrà. Questi risultati sono di una squisita elegan- 
za geometrica, c furono totalmente ignoti ai geometri greci. Purtut- 
tavolta ecco come si parla di questa elegantissima proposizione del Le- 
gendre nelle osservazioni di alcuni professori, ece. , più volte citate nello 
note precedenti. 

t II problema 16 lib. IV. ch’egli (Legendre) per altro riporla per 
> abbondanza , è assolutamente superfluo ; e trattandosi di una csibi- 
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trovare il raggio di una circonferenza di questa lunghezza , ossia 
della circonferenza isoperimetra. Il centro del quadrato trovasi nel 
punto O d’ intersezione delle due diagonali ; quindi il raggio del 
cerchio circoscritto è OA , e quello dell* iscritto è la perpendico- 
lare OB abbassata dal centro O sul lato AC , che resta diviso 
per metà nel punto B. Ora essendo OB=AB, il raggio del cer- 
chio iscritto sarà uguale ad i ; ed il raggio AO del cerchio cir- 
coscritto sarà uguale alla radice quadrata di 2 , ossia \Zz , per- 
chè il triangolo ABOh rettangolo isoscele ( n.° 180). Dunque il 
raggio del cerchio , di cui la circonferenza è 8 è compreso tra 1 
e J/2. 

Ciò posto , se nell’ espressioni (1) , e (2) della proposizione 
precedente si ponga 1 in luogo di r , e in luogo di li , si 
avranno i valori di r 1 , e Jì 1 , cioè de' raggi de’ cerchi iscritto e 
circoscritto all’ ottagono regolare, di cui il perimetro è 8. Se si 
mettono questi nuovi valori in vece di r , e B. nell’ espressioni . 


s zione del raggio del cerchio che dee approssimativamente pareggiare 
t una data quantità m> , si riduce al maneggio della semplicissima cqua- 
» zione iex* = m*. - 

Dunque gli anonimi , o l’ anonimo professore non ha avuto neppure 
il sospetto che in quel problema si tratta di determinare graficamente il 
raggio del cerchio che differisca da un dato quadrato di una quantità 
minore di qualunque data ; c clic partendo da quella costruzione il Lc- 
gendrc arriva anche ad esibire il valore approssimativo di n , cioè del 
rapporto della circonferenza al diametro , senza supporre d’ altronde la 
conoscenza di questo medesimo rapporto? Infatti l’anonimo non fa alcun 
motto di quella determinazione grafica , c riduce tutto all’ equazione sud- 
detta , nella quale * è quantità , che deve necessariamente supporsi co- 
gnita , mentre l’ autore francese la suppone incognita 1 Ma , dato pure 
che il Legendrc non voglia con l’ accennata proposizione che indicare un 
altro modo di determinare il rapporto <r , sarà proibito al nostro autore 
questo duplicato , mentre se ne trovano molti in Euclide , e non mancano 
anche altri scempiati aliter aggiunti dagli espositori c commentatori? 

Chi non ha letto lo osservazioni del nostro novello ipercritico non sa- 
prebbe mai immaginare a qual punto può giungere il pregiudizio e la 
prevenzione. Quindi sembrerà strano che noi ci' siamo data la pena di far 
più volte parola di opinioni evidentemente erronee. Ma si giudicherà di- 
versamente , quando si rifletterà clic tali massime intorno alle moderne isti- 
tuzioni di geometria, trovansi sparse fra molti, i quali ignari dello stato 
attuale delle Matematiche , uniscono la loro voce a quella dell’ autore del- 
l’ opuscolo , o dichiarano libro di moda la geometria del Legendrc , c cor- 
ruttori della buona istituzione della gioventù quei professori , clic insognano 
un tal libro. Era dunque preso dalla vertigine della moda, c traviava la 
gioventù il sommo geometra Pietro Paoli , che introdusse la geometria del 
Legendrc in tutte le scuole della Toscana? E questo libro classico non si 
vede ormai tradotto financo nella lingua araba , e nella turca ? Per que- 
ste ragioni ci sia conceduto di poter mostrare ai giovani nel progresso di 
questo catechismo la stravaganza e la povertà di dottrina contenute in 
alcune altre pagine dell’opuscolo in quistione, nelle quali si accusa il Le- 


Digitized by Google 




88 SEZIONE PRIMA. 

citate (i) , c (2) , i valori che risulteranno, dinoteranno i raggi 
de’ cerchi iscritto e circoscritto al poligono regolare di 16 lati , di 
cui il perimetro è 8. Proseguendo in questo modo, allorché si sarà 
giunto al poligono di 4096 lati, il raggio del cerchio iscritto sarà 
espresso da 1,273289, e quelio del circoscritto da 1,273289. 
Quindi si vede che per un poligono di 409G lati , di cui il pe- 
rimetro è 8 , la differenza tra i raggi de’ cerchi iscritto e circo- 
scritto è minore di una unità della sesta cifra decimale. Ora es- 
sendo il lato del quadrato circoscritto a un cerchio uguale al 
diametro , ne seguo che la circonferenza di un cerchio qualunque 
è sempre minore del quadruplo del diametro, ovvero di 8 volte 
il suo raggio. Laonde la differenza tra le circonferenze de’ cer- 
chi iscritto e circoscritto al poligono di 4096 è minore di 8 uni- 
tà del sesto ordine decimale , e perciò minore di una unità del 
uinto ordine. Limitandoci a questa approssimazione, si può pren- 
ere il perimetro costante de’ poligoni , che si è supposto uguale 
ad 8, per una di queste due circonferenze, dapoichè esso è com- 
preso fra loro , vale a dire per la circonferenza di cui il raggio è 
1,273239. Quindi una circonferenza uguale ad 8 ha il raggio uguale 
ad 1,273239. Il rapporto tra questa circonferenza ed il suo diametro, 
ovvero il rapporto tra la semicirconferenza ed il raggio è dunque 

4 . 4oooooo „ , 

5-5-, ossia — = 0,141 

1,270209 1270209 

Perciò limitando l’approssimazione a cinque cifre decimali si ha 

« = 3,14189. 

288. Scolio. La rettificazione degli archi di cerchio si deduce 
facilmente da quella della circonferenza, premettendo che la circon- 
ferenza si suole dividere da’ geometri in 3 fio parli uguali , che si 
chiamano gradi , ed ogni grado in fio minuti , ed ogni minuto 
in 60 secondi. 


gendre di aver errato nelle proposizioni relative ai massimi , e minimi , 
ed alla misura del triangolo sferico. Noi faremo vedere clic l’autore ano- 
nimo con somma leggerezza ha esaminate le proposizioni su i massimi e 
minimi , che censura con magistrale sopracciglio ; ed in prova di que- 
sta assertiva accenniamo per ora soltanto che , parlando della prop. 4 
del Legcndrc , ( Appendice al lib. IV ) il nostro Aristarco conchiude : 
< Ora in qual modo farebbe il Legendre ad esibire, pel problema più 
3 sopra recato, quel diametro ignoto, base del poligono, eh’ è un proble- 
j ma Trascendente ! . . Noi lascercmo meditare i geometri su questa senten- 
za , riserbandoci di farne il comento a suo luogo a profitto della nostra 
gioventù studiosa ; e r.on tralasceremo d’ informare anche di volo i geome- 
tri stessi dell’ errore effettivo , e non comportabile ( sono frasi dell’ anoni- 
mo), che si contiene nell’ enunciato della prop. all lib. VII del Legendre 
sulla misura del triangolo sferico; errore, com’cssi sanno, in cui, stando ai 
dettami dell’ anonimo , sarebbe incorso lo stesso sommo geometra Lagran- 
gc, nella sua Memoria sui triangoli sferici n." 8, dove si leggono le ine- 
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Per indicare un arco di un dato numero di gradi , minuti , e 
secondi , per esempio , di 48 gradi , 35 minuti , e a4 secondi , 
si scrive 4-8° 35' 24". Ciò posto, se si dinoti coti A la lunghez- 
za d’ un arco , con N il numero de’ gradi , minuti , e secondi di 
cui si compone , e con C la lunghezza della circonferenza alla 
quale appartiene , si avrà evidentemente : 

A \ C \ \ N: 36o°, 


da cui si ricava A- 


Cx.Y 
lìtio” ’ 


vale a dire che per avere la lunghezza d’un arco, convicn mol- 
tiplicare quella della circonferenza cui appartiene pel numero dei 
gradi di cui si compone, c dividere il prodotto per 36o. 


desiine frasi del Legcndre intorno alla misura del triangolo sferico ! IVui 
non vogliamo già sostenere che i grandi uomini godano , come l’ Euclide 
dell’ anonimo , il privilegio di non errare ; ma crediamo che debba farsi 
una distinzione importante. I grandi uomini possono errare cd hanno er- 
rato in argomenti astrusi « difficili come la teorica delle tonti acromatiche, 
la ricerca della resistenza- che dovrebbe opporre un mezzo alti n thè un cor- 
po pesante descrivesse in osso una data curva, la ricerca. della forma che 
deve prendere una massa lluida omogenea dotata di .un movimento di ro- 
tazione ctc. etc; ma sarebbe ridicolo supporre elio in .cose elementarissime, 
ciò che potrebbe essere avvertito da uno. scolaro sfuggisse all’ intelligenza 
privilegiata di un Newton , di un Eulero o di un Lagrange. Dire dunque, 
con la leggerezza dell’ anonimo', che Legcndre, c Lagrange non seppero 
enunciare un teorema di Geometria elementare , ù cosa simile , significa 
rinunziare alle regole della più sana critica, non che al sentimento di rive- 
renza c di gratitudine che in ogni animo gentile emerge spontaneo al solo 
pronunziarsi il nomo dì; uno di quei grandi maestri del genere umano. . 

àia in fatto di Geometria elementare il nostro anonimo non ascolta. ja» 
gioni , c però a pag. 4 ’ó dell’opuscolo continua a direi che c da’libricle- 

> mentari ( de’ moderni geometri ) non solamente se ne trae una scienza 

> erronea, ma ne resta anche deturpata 1 ’ arte di ben ragionare, eh’ è 

» uno de’ principali effetti de’ buoni elementi geometrici ; intendendosi per 
tali come più sopra si dichiara , quelli soltanto dì Euclide. Dunque dagli 
elementi geometrici di Alfonso Borelli , 'di 'Boseovich , di Wollio , di Tom- 
maso Simpson , di Niccolò de Martino., di Caratelli, di Karstcn, di Lesile, 
di Lacrois , di Develey , o dagli stessi celebri elementi di Legcndre, non 
si potrà cavar altro che una scienza erronea, c peggio l’abitudine disra- 
gionare? ... 11 - ■ • . . n • ■ ; 

Dopo tutto ciò, sembraci' elio debba -meritar lode chi previene la gio- 
ventù studiosa contro siffatte stranezze ; c ci sembra ancora che un as- 
soluto silenzio intorno allo medesimo potrebbe crear giustamente nell’opi- 
nione degli stranieri il dubbio di una poco onorevole adesione , quantun- 
que l’insegnamento delle matematiche sia presso di noi a livello di quanto 
trovasi praticato nel resto dell!, Europa. Laonde giustificheremo a suo luo- 
go , come più sopra abbiasi detto, Legcndre 0 Lagrange , e se occorre, 
pubblicheremo in un libro ex-professo la confutazione delle accuse fatte 
al gran Newton , a Cartesio , a Alonge , ed altri matematici sommi , a 
line di far ricredere alcuni , che pare jiou sappiano lodare gli antichi 

ja - 
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geometri senza biasimare i moderni. Nè con ciò intendiamo detrarre in ine* 
noma parte all’ alta stima eli’ è dovuta ai grandi geometri dell' antichità. 
Euclide, Apollonio, e più di tutti Archimele, sono stati cosi benemeriti 
delle scienze esatte , clic ai loro piedi la giusta posterità metterà sempre 
il suo rispetto e la sua gratitudine ; ma lodando gli antichi non dobbiamo 
spingere la nostra ammirazione fino al punto di non conoscere che il pre- 
zioso retaggio da essi lasciatoci è stato talmente accresciuto dai grandi 
geometri moderni , e 1’ aspetto della scienza e talmente cambialo , che le 
oliere de’ primi non possono più mettersi nelle mani della gioventù. 

Ed a questa proposito è curioso l’osservare che mentre gli esagerati 
ammiratori degli antichi ci hanno dato gran numero d’istituzioni su i 
romei , diverse da quelle del grande Apollonio, e molto dimostrazioni 
de’ teoremi di Archimede diverse atfalto dalle originali che sono così mi- 
rabili , pretendono poi che i soli elementi di Euclide debbano essere 
intangibili , e che la mente umana in due mila e più anni non ab- 
bia potuto e non possa uni più produrre niente di meglio ! Ma ci danno 
poi essi veramente i genuini elementi euclidei? No certamente. Ed infatti 
quelli elementi si contengono in treliei libri de’ quali s’insegnano soltanto 
i primi sei di geometria piana , e 1’ undecimo ed il dodicesimo di geoine- 
I ria solida , saltando a piè pari sopra i cinque rimanenti , che riguardano 
le proprietà de’ numeri , la teorica delle grandezze commensurabili ed in- 
commensurabili , i poliedri regolari , cc. Forse sono inutili questi libri , 
oppure si possono tralasciare senza distruggere tutto il sistema filosofico 
del saggio Euclide? Se questo sistema fosse stalo studiato a fondo, si sa- 
rebbe veduto che i tredici libri accennati formano con legame indissolubile 
uu solo corpo di dottrina, dapoicliè Euclide sapeva benissimo che senza le 
teorie contenute ne’ libri 7 , 8 , 9 , e io la geometria piana sarebbe ri- 
masta in una regione astratta e misteriosa , che avrebbe fatto nascere nella 
mente dello studente non pochi dubbj , i quali vengono dileguali dallo stu- 
dio de’ libri seguenti. Oltre a ciò egli, con somma sagacità, voleva che 
quelle teoriche precedessero le altre spettanti alla geometria solida cui do- 
vevano apportare gran lume ; per la qual cosa la disposizione de’libri eu- 
clidei c veramente ammirabile , nè si poteva far meglio, o altrimenti con 
i mezzi dell’ epoca in cui vennero in" luce. 

Nulladimeno , sarebbe conveniente insegnare di questi tempi i cinque 
libri soppressi negli elementi di Euclide? — Uopo l’invenzione dell’Alge- 
bra ed il perfezionamento dell’ Aritmetica , non v’ ha dubbio che sarebbe 
rosa ridicola : ma non è men vero elio un’ opera dal cui centro si toglie 
più della sua terza parte debba rimanerne deformata ed imperfetta ; se 
pure non voglia supporsi che Euclide , guardando nel futuro , avesse scrit- 
to in modo i suoi elementi da riuscire dopo tal mutilazione l' opera uma- 
na più perfetta , secondo l’opinione di alcuni. 

Bastò poi la soppressione degl’ indicati cinque libri per avere nell’ ope- 
ra di Euclide una istituzione elementare che contenesse almeno tutto il ma- 
teriale geometrico trasmessoci dagli antichi? — Non bastò nè poteva ba- 
stare , perchè mancavano i teoremi di Archimede sul cilindro e sulla sfe- 
ra , la misura del cerchio , ed i teoremi di Menelao e di Teodosio su i 
triangoli sferici ; senza tener conto de’ lavori de’ moderni , e delle corre- 
zioni di cui abbisognavano molli luoghi della geometria solida di Eucli- 
de, per confessione dello stesso "Roberto Simson. Convenne quindi ricor- 
rere ai ristauri , alle giunte cd alle interpolazioni , c tutto ciò ad arbitrio 
del tipografo , o di qualche espositore e comcntatore che alla meglio ac- 
cozzava e cuciva fra loro materiali cosi disparati , ne’quali rimaneva sem- 
pre il gran vuoto delle considerazioni aritmetiche e delle dottrine geome- 
triche contenute ne’ libri 7 , 8, 9 . ìq, e i 3 soppressi. 
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Dopo questa esatta e spassionata esposizione , domanderemo anche ai 
non matematici , se conveniva meglio adottare per le scuole un libro 
proteiforme di tal fatta, oppure occuparsi a fondere in un solo corpo di 
dottrina lo vecchie e le nuove conoscenze geometriche c farne un libro 
adattato ai nostri tempi? La risposta non potrebbe esser dubbiosa , ed a 
questo lavoro appunto si sono applicati dopo il risorgimento delle scienze 
molti distinti geometri , siccome di sopra si è accennato. Finora però me- 
ritano la preferenza , sopra ogni altro trattato, gli elementi di geometria 
dell' illustre Legcndre . il quale deve esser considerato come il vero ri- 
stauratore di Euclide ; dapoichc egli non solo ha magistralmente innestata 
l’ Aritmetica alla geometria, ma ci ha dato con linguaggio uniforme, 
esatto e conciso quanto di più grande era stato inventato dagli antichi e 
dai moderni in fatto di geometria elementare, aggiungendovi le sue pro- 
prie scoperte che hanno grandemente contribuito al perfezionamento della 
scienza. Ed un tale difficilissimo lavoro non poteva essere eseguilo con 
successo che da un uomo di genio , il quale doveva trovare in se mede- 
simo forza d’ ingegno ed autorità di nome bastanti per apprezzare il me- 
rito degli antichi senza esserne idolatra , osservare sino al giusto punto 
le forme , mantenere ed accrescere il rigore geometrico delle dimostrazio- 
ni , e più di tutto trapiantare , per dir così , la Geometria d’ uno in al- 
tro terreno , perchè adempisse alla indispensabile condizione di dover ser- 
vire attualmente come fondamento del sontuoso edifizio delle matematiche 
moderne ; condizione cui non può evidentemente soddisfare la geometria 
di Euclide scritta 22 secoli indietro. Tanto fece il Legendre, nè vi è forse 
esempio di libro elementare elio in così poco tempo come il suo si sia 
sparso per tutte le scuole del Mondo incivilito. 

Non metteremo line a questa nota senza dir qualche parola intorno alla 
taccia di poco amor patrio che da alcuni si dà ai professori che presso 
di noi insegnano opero matematiche straniere. Diremo dunque , che la 
buona istituzione della gioveutù essendo il primo dovere di un maestro , 
non può andar soggetto a critica chi insegna le opere di Lacroix , di 
Legendre, di Monge, di Leroy, di Venturoli, di Puissant, etc.; che tutti san- 
no , appartenere i grandi uomini non ad un paese , o ad un luogo par- 
ticolare , ma al mondo intero ; che i buoni libri elementari sono forse 
piu scarsi e più difficili a farsi delle stesse opere di genio; che grandi 
nazioni non hanno sdegnato e non isdegnano di tradurre cd adottare per 
V insegnamento gli stessi libri sopra menzionati ; cd inlinc, che i profes- 
sori di matematica i quali , in tutto 0 in parte , si servono ora nelle loro 
scuole de’ su lodati libri stranieri , saranno i primi ad abbandonarli appe- 
na che gli oppositori potranno ad essi additare libri nazionali di egual' 
merito. 
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Nota dichiarativa alla proposizione xxxt cap. r. 

G 1 ' angusti limiti prescritti ad un catechismo ci hanno impe- 
dito di esporre in tutto il suo sviluppo la dimostrazione della pro- 
posizione che ha per oggetto la misura del rettangolo. Ma sicco- 
me nel sistema da noi adottato quel teorema è cardine principale 
della dottrina delle proporzioni delle figure , crediamo utile di- 
stenderne in questa nota la dimostrazione con tutti i suoi parti- 
colari , affinché non rimanga alcun dubbio nella mente degli al- 
lievi che in una seconda lettura volessero approfondire le teori- 
che già apprese. 

TEOREMA 

L’ aja di un rettangolo qualunque ACIIE ha per misura il pro- 
dotto della sua base C 1 I per l' altezza AC ( figura 29 ). 

Rappresenti x il lato del quadrato stabilito per unità di misu- 
ra delle superficie ( §§. 117, 119). Possono darsi tre casi; 
i.° quando i lati AC, CU del proposto rettangolo sono ambedue 
commensurabili col lato x del quadrato unità , a.° quando un 
lato è commensurabile e 1 ’ altro no , 3 .° quando nessuno de’ due 
lati è commensurabile con x. 

i.° Se i lati AC,CH del rettangolo sono commensurabili col- 
P unità di lunghezza x , supponiamo che questa retta unità adat- 
tata successivamente sa i lati AC, CH sia contenuta due volte in 
CH e quattro in AC esattamente. Rimarrà cosi divisa la retta AC 
in quattro parti eguali ne’ punti F,D,tì , e la CH in due parli 
nel punto N ; ed ognuna di tali parti uguaglierà l’unità linea- 
re x. Per i punti di divisione B,D,F si tirino le rette BP,DK,FG 
parallele a CH , e pel punto TV si conduca NM parallela ad AC. 
Con questa costruzione il proposto rettangolo ACHE risulterà evi- 
dentemente diviso in piccoli quadrati tutti eguali fra loro ed eguali 
al quadrato unità. 11 numero de’ quadrati sarà 8 , e potrà sup- 
porsi composto , o di due serie CM.NE ognuna di quattro qua- 
drati , o di. quattro serie BH, DP , FK. AG ciascuna di due qua- 
drati ; onde è chiaro che quel numero sarà il prodotto di 2 per 
4 , cioè il prodotto del numero delle unità lineari contenute in 
CH pel numero delle unità lineari contenute in AC. Ma il nu- 
mero 8 esprime quanti quadrati unità sono contenuti nel propo- 
sto rettangolo, ed è perciò la misura di esso reltnngolo ( §. 117); 
dunque il rettangolo ACHE ha per misura il prodotto de suoi 
lati AC, CH. 

Potrebbe accadere che l’unità lineare a 1 , quantunque commen- 
surabile co' lati AC, CU del proposto rettangolo , non fosse con- 
tenuta esattamente in ciascuno di essi. Allora le Ire rette x, AC. CU 
dovranno avere una comune misura che non sarà x ma un’ ali- 
quota di x (§. gì , g 3 ). Supponiamo per fissare le idee, che 
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la tensa parte d' x sia misura comune delle rette AC , CII, e ri- 
portata successivamente sopra ognuna di esse sia contenuta due 
volle in CU e quattro in AC. Ragionando come qui sopra si 
«ouchiuderà che il proposto rettangolo rimane diviso in 8 qua- 
drali ciascuno de’ quali ha per lato la terza parte dell’ unità li- 
neare ; ed anche in questa ipotesi il rettangolo avrà per misura 
il prodotto de’ suoi lati. Imperciocché supponendo “fatto il qua- 
dralo sull’ unità lineare x , diviso ogni suo lato in tre parti egua- 
li , ed uniti i punti di divisione , il quadrato unità sarà eviden- 
temente composto di nove quadrati ciascuno de’ quali ha per lato 
la terza parte deli’ unità lineare ; e però ognuno di questi piccoli 
quadrati sarà la nona parte del quadrato unità. Ma il proposto 
rettangolo conteneva 8 di questi quadrati ; dunque esso avrà per 
misura ~ del quadralo unità. Da un’altra parte il numero 8 è 
sempre il prodotto del numero delle parti eguali contenute nel 
Iato CU pel numero delle parti contenute nel lato AC ; se non 
che in questo caso ognuna di quelle parli è dell’ unità linea- 
re , onde il prodotto de’ due iati espressi in parti dell’ unità linea- 
re corrisponde a quello delle frazioni f c*, cioè ad £ , quale è 
appunto la. misura del rettangolo proposto. 

2 .° Se la base CU del rettangolo è commensurabile con 
1’ unità lineare x e l’ altezza AC incommensurabile , dico che la 
misura del rettangolo sarà anche CUxAC. In fatti, se è possi- 
bile, il rettangolo abbia per misura il prodotto di CH per un’al- 
tezza minore o maggiore di AC , per esempio CO. Si prenda 
dell’ unità lineare x una tal parte aliquota CR , che sia minore 
di AO , e si porti successivamente su i lati CU, CA del rettan- 
golo a partire dal punto C; essa sarà contenuta un numero esatto 
di volte in CU , e dovrà segnare sul lato AC un punto di divi- 
sione L compreso fra A ed 0. Conducendo pel punto L la retta 
LD parallela a CH il rettangolo LCHD che ne risulta avrà i suoi 
Iati commensurabili con l’unità lineare, e per ciò che si è dimo- 
stralo qui sopra sarà misuralo dal prodotto di CH per CL ; ma que- 
sto prodotto è evidentemente maggiore di quello di CH per CO, 
che si è supposto la misura del rettangolo dato, dunque il 
rettangolo LCHD sarà maggiore del rettangolo ACHE , il che 
è assurdo. Similmente si dimostrerebbe che il rettangolo propo- 
sto non può avere per misura il prodotto di CH per un’ altezza 
maggiore di AC , e quindi , anche in questo secondo caso , il 
proposto rettangolo ha per misura il prodotto de’ suoi lati. 

3.° Siano ambedue i lati CH,AC incommensurabili con l’u- 
nità lineare x ; e se è possibile, in questa terza ipotesi il ret- 
tangolo ACHE abbia per misura il prodotto della base CH per 
un’ altezza CO minore di AC. Si prenda un’ aliquota di x mi- 
nore di AO e si porti ripetutamente sopra AC partendo dal punto 
C. Un puulo di divisione dovrà cadere in L fra A ed 0, e com- 
pito il rettangolo LCHD , esso avrà un lato LC commensurabile 
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con 1’ unità lineare , e l’altro CH incommensurabile. La sua mi- 
sura , pel secondo caso, sarà CHxCL , il quale prodotto essen- 
do maggiore di CHxCO ne risulterà come qui sopra , l’ assurdo 
che il rettangolo CHDL parte di ACIIE sarebbe maggiore del 
tutto. 

Dunque in ogni caso, un rettàngolo qualùnque ha per misura 
il prodotto della sua base per P altezza. 

Scolio. Si potrebbe domandare cosa esprime il prodotto de’due 
lati CH,AC del rettangolo nel 2. 0 e nel 3.° caso considerati qui 
sopra , quando uno o ambedue quelli lati non possono assegnarsi 
esattamente in parti dell’unità lineare, e quindi innumeri? Una 
tale circostanza indica che il rettangolo non può esprimersi esat- 
tamente nè in numeri interi nè in numeri frazionarii per mezzo 
dell’unità superficiale, cioè che il rettangolo è incommensurabile 
con quella unità , e la sua misura è un numero irrazionale. In 
questi casi è chiaro che , valutando i lati del rettangolo per mezzo 
di aliquote de. I’ unità lineare sempre più piccole, si avrà una se- 
rie di rettangoli commensurabili con 1’ unità quadrata , che an- 
dranno avvicinandosi di più in più al rettangolo proposto sino a 
differirne per una quantità minore di qualunque data. Il rettan- 
golo proposto sarà dunque un limite , al quale gli accennati ret- 
tangoli razionali potranno avvicinarsi quanto si vorrà senza però 
mai raggiungerlo. Tutto ciò è conforme alla natura delle quan- 
tità incommensurabili , dall’ idea delle quali i giovani non devono 
rifuggire come da uno spauracchio , ma debbono avvezzarsi a con- 
siderarle da vicino , e se la loro mente non può giungere a com- 
prenderle interamente , basta che si fermi su questo gran princi- 
pio che è 1’ anima di tutte le scienze matematiche ; un approssi- 
mazione indefinita., e ad arbitrio del calcolatore , equivale all' e- 
saltezza. Sappiamo che taluni vorrebbero espellere dalla geome- 
tria elementare ogni considerazione attenente all’ incommensurabi- 
lità , ma noi opiniamo, con tutti i geometri moderni, che non 
vince una difficoltà con eluderla o mascherarla , ma con affron- 
tarla apertamente; per la qual cosa, se 1’ amor proprio non c’ in- 
ganna , stimiamo che uno de’ principali vantaggi che si ottiene 
dalla misura diretta del rettangolo sia appunto l’opportunità dt 
considerare fin da principio le quantità geometriche quali sono cl 
feltivaraente, e studiarne a*tcutamcnlc c senza orpello o mistero la 
natura. 
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